biblioteca  provinciale 


fw’S/Ji 

Digitized  by  Google 


INSTITUZIONI 

ANALITICHE 

A D USO 

DELLA  GIOVENTÙ’  ITALIANA 


DI  DVA  MARIA  GAETANA 

A G N E S I 

MILANESE 

Deir  Accademia  delle  Scienze  di  Bologna  . 

TOMO  IL 


' IN  MILANO,  MDCCXLVIII. 

NELLA  REGI  A-DUC  AL  CORTE. 
CON  LICENZA  DE’  SUPERIORI . 


r 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


INSTITUZIONI 

ANALITICH  E 

LIBRO  SECONDo/^Ai 

Del  Calcolo  Differenziale . J 

L’Analifi  delle  quantità  infinitamente-  piccoÌeT7 
che  in  altro  modo  Calcolo  Differenziale  , o 
Calcolo  delle  Fluffioni  fuole  chiamarli*,  è 
quella  , che  verfa  intorno  alle  differenze  delle 
quantità  variabili  r di-  qualunque  ordine  fieno  effe  diffe- 
renze . Quello  calcolo  contiene  i Metodi  delle  Tangen- 
ti ; de*  Malfimi , e Minimi  ; de’  Fleflì  contrarj , e Rc- 
grelfi  delle  Curve  ; de’  Raggi  Ofculatori  ec. , e però 
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CAPO  I. 

Deir  Idea  de'  Differenziali  di  diverfi  ordini , 
e del  Calcolo  de’  medefimi . 

1.  Coi  nome  di  quantità  variabili  fi  vogliono 
lignificare  quelle  , che  fono  capaci  di  aumento  , c di 
decremento  , e fi  concepifcono  come  fluenti , e per  così 
dire , generate  da  un  moto  continue  . 

S’intenda  ( F/g.  i.  ) la  retta  ABC , generata  dal 
moto  del  punto  A , prodotta  in  infinito , fopra  cui  infil- 
ila, facendo  un  qualunque  angolo,  l’altra  retta  BD, 
c fuppongafi , che  mentre  il  punto  B giungne  da  B in 
C , feco  portando  la  linea  B D fempre  a fe  fletta  paral- 
lela da  BD  in  CE  , il  punto-  D trafeorra  lo  fpazio  FE 
con  tal  legge. , che  deferiva  la  curva  ADE  ; egli  è 
chiaro , che  l'affitte  AB  , A C , ficcome  l'ordinate  B D , 
CE , e gl’àrchi  AD,  A E faranno  quantità  continua- 
mente  crefcenti  , e decrementi , e però  variabili  . 

2.  Quantità  collanti  fono  quelle  , che  nè  crefco- 
no  , nè  calano  , ma  fi  concepifcono  per  determinate , 
ed  invariabili  , come  i Parametri  , gl'  Affi  , o Dia- 
metri ec. 

I.e  collanti  fi  denominano  colle  prime  lettere  dell' 

Alfa- 
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Alfabeto  , e le  variabili  colle  ultime  in  quella  guil'a—  , 
che  fi  è fatto  nell’  Algebra  Cartefiana  rifletto  alle  quan- 
tità note  , ed  incognite  . 

5.  Si  chiama  differenza  , 0 fluflìone  di  una  quantità 
variabile  quella  porzione  infinitelìma , cioè  tanto  picco- 
la , che  ad  ella  variabile  abbia  proporzione  minore  di 
qualunque  jlata  , c per  cui  crefcendo  , o diminuendoli 
la  medefima  variabile , poffa  ciò  non  oliarne  a fiutimi! 
per  la  fleffa  di  prima  t 

Sia  ( Fig.  2.  , e 3.  ) la  curva  AM , il  di  cui  affé  , 
o diametro  AP  ; e li  prenda  nella  AP  prodotta  una— 
porzione  infinitefima  P p , farà  effa  la  differenza  , o (la 
la  fluffione  dell’ affida  AP  , e fi  potranno  confiderare- 
per  eguali  le  due  AP , Ap,  non  effendovi  proporzione 
tra  la  quantità  finita  AP  , c la  porzione  infinitefima— 
P p . Da’  punti  P , p fi  alzino  le  due  ordinate  paralle- 
le P M , pm  in  qualunque  angolo  , e fi  tiri  la  corda— 
mM  prodotta  in  B,  e la  retta  MR  parallela  ad  AP ; 
poiché  fono  fimili  i due  triangoli  BPM,  MRm  , farà. 
B P , PM::  MR  , Rm , ma  le  due  quantità  B Pt  P M 
fono  finite  , ed  MR  è infinitefima,  adunque  farà  pure 
infinitefima  la  R m , e però  farà  effa  la  differenza  dell’ 
ordinata  P M ; per  la  fleffa  ragione  farà  infinitamente— 
piccola  la  corda  Mm  , ma'  _(  come  dimoilrerò  in  ap- 
pretto ) la  corda  Mm  non  fi  ditti ngue  dall’archetto  , e 
fi  può  prendere  indifferentemente  l’uno  per  l’altra-  , 

adun- 
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adunque  farà  l'archetto  Mm  quantità  infinitefima  , ej 
però  la  differenza  dell'arco  AM  della  curva.  Da  ciò 
chiaramente  fi  vede  , che  anco  lo  fpazio  P Mmp , chiu- 
fo  dalle  due  ordinate  PM , pm  , dalla  infinitefima  Pp, 
e dall’archetto  infinitefimo  Mm , farà  la  differenza  dell’ 
area  AMP  comprefa  fra  le  due  coordinate  AP  , P M, 
e la  curva  AM\  e condotte  le  due  corde  AM,  Am, 
farà  il  triangolo  miffilineo  MAm  la  differenza  del  feg- 
mento  >AMS  chiufo  dalla  corda  AM,  e dalla  cur- 
va ASM . 

4.  La  Caratteriffica  , con  cui  foglionfi  efprimere 
. le  differenze  , c la  lettera  d , quindi  porta  l’affillà-i 
AP  — x,  farà  Pp  , o MR  — dx  ; e Umilmente  polla.* 
l’ordinata  PM—y , farà  Rm  — dy,  e porto  l’arco  di 
curva  ASM—  s,  lo  fpazio  APMS—t,  il  fegmento 
AMS—u,  farà  Mm  — ds,  PMmp  — dt  , AMm  — du  , 
e tutte  quelle  fono  differenze  prime  , o fluffìoni  del 
primo  ordine  . 

. E *fi  avverta  , che  le  predette  differenze  fi  fcrivono 
col  fegno  pofitivo  , fe  per  effe  crefcano  le  variabili  lo- 
ro , .e  col  negativo  fe  le  variabili  calino  . Cosi  nella., 
curva  NE C ( Fig.  4.  ) eflendo  AB  — x,  BF  — dx  , 
RC  — y,  farà  DC — — dy  , differenza  negativa  della  y . 

Che  qu&rte  tali  quantità  differenziali  non  fieno  va- 
ne immaginazioni , oltre  di  che  egli  è maniferto  dal 
metodo  degl’  Antichi’  de'  Poligoni  infcritti  , e circo- 

fcritti , 
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ferini , fi  può  chiaramente  vedere  dal  folo  idearli , che 
l’ordinata  MN  ( Fif.  4.  ) fi  vada  continovamente  ac- 
coflando  alla  UC,  finché  con  ella  coincida;  ora  egli  è 
chiaro  , che  prima  , che  quelle  due  linee  coincidano  , 
averanno  tra  loro  una  difianza  , *ed  una  differenza-, 
inaffegnabile  , cioè  minore  di  qualunque  quantità  data  ; 
in  tale  pbfizione  fieno  BCt  FE\  adunque  BF , CD 
-faranno  quantità  minori  di  qualunque  data , e però  in- 
* affcgnabili  , 0 fia  differenze  , o fluflìom  . 

Anzi  con  la  fola  comun  Geometria  è ficuro  , che 
non  folo  quelle  , ma  altre  quantità  minime  di  claflì 
infinite  entrano  realmente  a formare  l’cftenfione  geo- 
metrica . Si  danno  in  geometria  le  quantità  incommen- 
furabili  , ed  infinite  di  genere  , come  è ndto  a’  Geo- 
metri , ed  agl’  Analifti , dunque  fi  danno  le  grandezze 
infinitefime  di  varj  ordini . 

Ed  in  fatti  fia  a cagion  d’efempio  (Fig.  5.)  AB  il* lato, 
ed  AC  il*diametr®  d’ un  quadrato,  le  quali  due  linee  per 
l’ultima  propofizione  del  libro  io.  di  Euclide  fono  fra  lo- 
ro afimmetre  , vale  a dire  incommenfurabili . Dico  per 
tanto  : che  non  fono  effe  refe  tali  da  una  qual  fi  fia_. 
finita  lineeta  CE  , per  quanto  piccola  efla  fi  prenda^. , 
ma  bensì  da  un’  altra  infinitamente  minore , cioè  della 
dalle  delle  infinitefime  . • 

Fingafi  , die  la  linea  F.C  finita  renda,  s’ egli  è 
polTibile  , le  due  AB,  AC  afimmetre  ; in  confeguenza 

la 
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!.i  rollante  AF  farà  commenfurabile  al  lato  AB.  Sia 
la  retta  F comune  loro  raifura  , la  quale  non  può  mai 
dTerc  eguale  alla  EC , altrimenti  farebbero  commenfu- 
rabili  il  lato , ed  il  diametro  ; farà  adunque  -,  o mag- 
giore, o minore  . * 

Nel  primo  cafo  fi  fottragga  F da  E C , quante  vol- 
te lì  può  , ed  il  refiduo  lia  GC.  E perchè  F mifura_. 
AB  , A E y ed  anco  E G , le  due  rette  AB  , AG  ave» 
ranno  fra  loro  una  proporzione  razionale , confeguente-  » 
mente  non  era  la  grandezza  EC,  che  facefle  incom* 
menfurabili  le  AB  , AC , ma  una  quantità  più  piccola, 
per  efempio  la  GC,  la  quale  però  è finita  , eflendofi 
dalla  finita  E C fottratta  una,  o più  fiate  la  finita  F. 

* Dividali  F'pcr  metà,  cd  indi  ancora  per  metà  fino  a 
tanto  , che  fi  venga  ad  una  parte  aliquota  di  F minore 
di  G C , e levata  quella  da  GC , rellerà  HC , la  qua- 
le , Replicato  il  difeorfo  , non  è quella  che  rende  in- 

* commenfurabili  le  linee  AB  , A C ; ed  attefo  dhe  il  ra- 
ziocinio vale  per  qual  fi  Pia  grandezza  finita , fi  con- 
chiuda , che  la  incammenfurabilità  procede  da  una., 
quantità  inalTegnabile  minore  di  qualunque  data  , Io  che 
fi  verifica  parimente  nell’altro  cafo  , mentre  cioè  fia  la 
comune  mifura  F maggiore  di  EC,  il  che  ec. 

Dopo  di  ciò  vado  avanti , e dico  , che  i quadrati 
l'opra  le  rette  AB,  AC,  i quali  fi  rilpondono  corno 
l'unità  al  binario,  non  oliarne , che  i lati  fieno  irra- 
zionali , 
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zionali , fono  però  comrnenfurabili  , e fatti  tali  da  una 
quantità  infinitefima  del  fecondo  ordine  . Efpotìi 
( Fig.  6.  ) i due  quadrati  AB  , AC , fegno  le  due  quan- 
tità eguali , ed  infinitelìtne  , che  rendono  afimmetri  i 
^ lati  AD,  AG  , AI  , AH,  e fieno  quelle  ED,  FI, 
e compiuta  la  preparazione  ( come  nella  Figura  ) fi 
noti  , che  i due  rettangoli  DK  , IK  fono  incom- 
menfurabili  al  quadrato  AB,  e la  ragione  fi  è , perchè 
fono  comprefi  dalle  rette  EK,  FK  comrnenfurabili  alle 
due  AG  , GB  , e di  più  dille  linee  minime  , ed  inaf- 
fegnabili  ED , FI , che  fono  quelle  , dalle  quali  nafcc 
l'afimmetrìa  de’  lati  AD  , AG,  AI,  AH.  Aggiunto 
però  a’  fuddetti  rettangoli  il  quadrato  A K , averemo 
il  gnomone  compofio  delle  tre  accennate  grandezze^ 
afimmetro  al  quadrato  AB  ; ma  l'intiero  quadrato  AC 
fìa  all’altro  AB  in  razionai  proporzione  , dunque  il  qua- 
drato AC  è refo  tale  dal  quadrato  infinitefimo  KC , 
quantità  del  fecondo  ordine  , per  la  quale  fupera  il  fud- 
detto  gnomone  afimmetro  . 

Noto,  che  i cubi  fopra  le  linee  AI,  AH  fono  in- 
commenfurabili , tutto  che  fieno  razionali  le  loro  bafi , 
e fi  può  facilmente  provare , che  fono  ridotti  tali  da_. 
una  grandezza  inaffegnabile  del  terzo  ordine  , ed  in  tal 
guifa  col  difcorfo  di  mano  in  mano  fi  proceda  . 

5.  In  quella  guifa  che  le  differenze  prime  non_. 
anno  proporzione  affegnabile  alle  quantità  finite  , cosi 
Tom.  II.  B le 
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le  differenze  feconde  , o fluflìoni  del  fecondo  ordino 
non  anno  proporzione  affegnabile  alle  differenze  pri- 
me , e fono  di  effe  infinitamente  minori  per  modo , 
che  due  quantità  infinitefime  del  primo  ordine  , ma- 
die differifcono  tra  loro  d*  una  differenza  leconda  , pof- 
fono  afiumerfi  per  eguali  . Lo  rteflo  fi  dica  delle  diffe- 
renze terze  riipetto  alle  feconde  , e cosi  di  mano  in 
mano . 

Le  differenze  feconde  fi  fogliono  marcare  con— 
doppia  d,  le  terze  con  tré  d ec.  La  differenza  adunque 
di  dx  , cioè  la  differenza  feconda  di  x fi  fcriverà  ddx , 
o pure  d'x  , nel  che  fi  avverta  , non  effere  lo  ffeflò 
dzx , e dx 1 , perchè  11  primo  fignifica,  come  ò detto, 
la  differenza  feconda  di  x , ed  il  fecondo  fignifica  il 
quadrato  di  dx  ; la  differenza  terza  farà  dddx , o pure 
d'x  ec.  Cosi  ddy  farà  la  differenza  di  dy  , cioè  la  dif- 
ferenza feconda  di  y ec. 

Ma  per  formare  giuda  idea  delle  feconde  , terze  ec. 
differenze  faranno  opportuni  i feguenti  Teoremi . 

TEOREMA  I. 

<?.  Sia  una  qualunque  curva  MBC , ( Fig.  7.)  ed 
una  porzione  di  effa  BC  infinitefitna  del  primo  ordine. 
Da'  punti  B , C fi  conducano  perpendicolari  alla  curva 
le  rette  BA,  CA.  Dico:  che  le  rette  B A , CA  fi 
potranno  affumere  per  eguali . 

Si 
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Si  conducano  le  tangenti  BD,  CD,  e la  corda-. 
BC . Se  le  due  BA  , C A non  fono  eguali  , fu  quella, 
che  fi  vuole  di  loro  , come  CA,  maggiore  dell’altra, 
e ad  e(Ta  li  conduca  perpendicolare  la  BH.  La  diffe- 
renza fra  le  linee  BA  , CA  farà  minore  dell’ intercet- 
ta CH , per  l’angolo  retto  in  H,  e CH  minore  della 
corda  BC,  ma  la  corda  BC  è infìnitefima  del  primo 
ordine  , effendofi  fuppoflo  infiniteftmo  l’arco;  adunque 
la  differenza  tra  BA , e CA  almeno  non  farà  maggio- 
re di  una  quantità  infinitelima  del  primo  ordine  , e pe- 
rò le  rette  BA , CA  potranno  affumerll  per  eguali  . 

COROLLARIO  I. 

Adunque  il  triangolo  BAC  farà  ifofcele  , e però 
gl’ angoli  ABC , ACB  alla  bafe  eguali  tra  loro  , e fot- 
tratti quelli  da’  retti  ABD , ACD  , rimarranno  eguali 
i due  BCD,  DBC,  e per  confeguenza  anche  eguali 
le  due  tangenti  BD  , CD  . 

COROLLARIO  II. 

Condotta  la  retta  DA,  effendo  limili,  ed  eguali 
i due  triangoli  A DB  , A DC,  taglierà  effa  in  due  parti 
eguali  gl’angoli  BAC,  BDC ; e perchè  vengono  pure 
ad  effere  fimili , ed  eguali  i due  triangoli  AEB  , AEC, 
farà  la  fteffa  AD  normale  a BC,  e la  dividerà  egual- 
mente in  E . 

B i 
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COROLLARIO  III. 

> 

Ed  cflendo  limili  i due  triangoli  DACt  EDC , 
farà  l’angolo  DCE  eguale  all’angolo  DAC , ed  i due 
angoli  DCE , DEE  pref»  alTiemc  eguali  all’angolo 
E AC. 

COROLLARIO  IV. 

Da  ciò  li  raccoglie  , che  un’  arco  qualunque  infini- 
tefimo  BC  di  qualfivoglia  curva  avrà  le  ftelTe  affezioni, 
e proprietà  dell’arco  di  circolo  deferitto  col  centro  A , 
e raggio  AB , o AC. 

COROLLARIO  V. 

ElTendo  limili  i due  triangoli  AEB  , BED,  ave- 
remo  A E , EB  : : EB  , ED  ; ma  A E è linea  finita-.  , 
ed  EB  infinitefima  del  primo  grado,  dunque  ED  farà 

X 

infinitefima  del  fecondo , e farà  il  fuo  valore  — ER  . 

TE 

Ma  il  rettangolo  fotto  la  doppia  A E in  EI  è eguale,. 
( per  la  proprietà  del  circolo  ) al  quadrato  EB  ; dun- 

_ Z 

que  EB  — i A E \EI  ~ AE  X E D , e per  confeguen- 
za  iAF.j  AE::EDt  EI ; ma  il  primo  termine  dell’ 
analogia  è doppio  del  fecondo  , dunque  anco  il  terzo 

del 
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del  quarto  , c confeguentemente  faranno  eguali  le  due 
linee  del  fecondo  ordine  IE , ID  . 

COROLLARIO  VI. 

E perchè  la  differenza  tra  la  feraicorda  BE  , e la 
toccante  B D è una  quantità  minima  del  terzo  grado  ; 
conciofiacchè  , condotto  dal  centro  B,  coll'intervallo  BE 
l’arco  di  cerchio  EL  , grandezza  della  feconda  claffe  , 
la  quale  con  il  fuo  feno  fi  confonde  , faranno  fìntili  i 
due  triangoli  BDE,  EDL  , che  oltre  gl’ angoli  retti 
in  E,  ed  L,  anno  l'angolo  comune  in  D,  dunque_. 
BD  , DE  : : ED  , DL;  ma  BD  è fluffione  prima  , e_. 
DE  feconda  ( per  l’antecedente  Corollario  ) dunque 
DL  farà  una  terza  fluffione.  Quindi  effendo  l'arco  BI 
della  curva  maggiore  della  fcmicorda  BE  , e minore 
della  tangente  BD,  non  può  differire  dall’ una , e dall* 
altra  fe  non  per  una  grandezza  al  più  del  terzo  ordine . 

TEOREMA  II. 

7.  Sia  una  qualunque  curva  DAE,(  Fig.  8.,  e p.  ) 
nel  di  cui  affé  prefe  due  porzioni  infìnitefime  del  primo 
ordine,  ed  eguali  HI,  IM , fi  conducano  le  ordinate  pa- 
rallele HA  , IB,  ME  , le  quali  taglieranno  nella  data 
curva  gl’ archetti  AB , BE  parimente  infinitefimi  del  pri- 
mo ordine  . Si  conduca  la  corda  ABC,  la  quale  concorra 

nel 
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nel  punto  C con  l’ordinata  ME  prodotta  , fc  occorre  i 
Dico:  che  l’intercetta  CE  tra  la  curva  , e la  corda  AB 
prodotta  farà  infinitefitna  del  fecondo  ordine  . 

Si  conduca  la  corda  AE.  Se  la  retta  IM  forte  quantità 
artegnabile  finita,  anco  il  triangolo  A CE  farebbe  finito  ; 
ma  accofiandofi  fetnpre  alla  ordinata  HA  la  ME  in  ma- 
niera , che  la  IM  divenga  pure  fluffione  , o fia  infini- 
tefitna del  primo  ordine,  l’angolo  ACE  rimane  tem- 
pre lo  fierto  , e l’angolo  AEC  fi  accrefce  , facendoti 
fempre  minore  l’angolo  CAE,  fino  a che  divenga  final- 
mente minore  di  un  qualunque  dato  , cioè  fi  faccia— 
infinitefimo  . In  querto  cafo  , ficcome  il  feno  di  un’an- 
golo infinitefimo  del  primo  ordine  col  raggio  finito  arte- 
gnabile  è quantità  infinitefima  del  primo  ordine  , così 
il  feno  dell'angolo  C AE  infinitefimo  del  primo  ordine 
nel  raggio  AE  , o AC  infinitefimo  de!  primo  ordine— 
farà  quantità  infinitefima  del  fecondo  ordine  ; ma  ne* 
triangoli  i lati  fono  proporzionali  ai  feni  degl’angoli  op- 
porti , adunque  anche  la  retta  CE  farà  infinitefima  del 
fecondo  ordine  . 

Chiamate  per  tanto  le  DH—x,  HA~yy 
HI  — IM  ~ dx  , farà  FB  - GC  = dy  , ed  ECzz  — ddy , 
prefiggendo  il  fegno  negativo  , perchè  per  erta  cala  , e 
non  crcfce  la  dy  , ( Fig.  8.  ) e così  all’opporto  averà  il 
fegno  pofitivo,  fe  per  erta  crcfca  la  dy , cioè  fe  la  cur- 
va fia  converta  in  quel  punto  all’arte  DM.  ( Fig .9.  ) 

COROL- 
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COROLLARIO. 

Se  dal  punto  E fi  conduca  alla  BC  la  normale 
ES  , faranno  pure  ES , CS  fluffioni  del  fecondo  ordi- 
ne,  imperciocché  ciafcuna  minore  di  EC . 

TEOREMA  III. 

8.  Se  nel  circolo  fi  prenda  un’arco  infinitefirno 
del  primo  ordine  ; dico  che  il  feno  verfo  farà  quantità 
infmitefima  del  fecondo  , e la  differenza  fra  il  feno  retto, 
e la  tangente  farà  infinitefima  del  terzo. 

Sia  l’arco  DC  (Fig.  io.)  infinitefirno  del  primo 
ordine  , DB  il  feno  retto  ,.  CE  la  tangente  , e fi  con- 
duca DF  parallela  ad  AC.  Per  la  natura  del  circolo 
fi  à GB , BD  ::  BD  , BC  ; ma  GB  è quantità  finita  , 
e B D infinitefima  del  primo  ordine  , adunque  ficcome 
GB  è infinitamente  maggiore  di  BD,  cosi  farà  BD 
infinitamente  maggiore  di  BC,  e però  BC  , o fia_, 
DF  infinitefima  del  fecondo  ordine  . Per  la  fimili- 
tudine  de’  triangoli  ABD  , DEE,  farà  A B , BD::  D F, 
FE;  ma  AB  quantità  finita  è infinitamente  maggiore 
di  B O infinitefima  del  primo  ordine,  adunque  DF  in* 
finitefima  del  fecondo  ordine  farà  infinitamente  maggio* 
re  di  FE  ; e però  FE  Soffione  del  terzo  . 


COROL- 
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COROLLARIO  L 

S>.  E poiché  la  tangente  è Tempre  maggiore  dell* 
arco  , l’arco  della  corda , e la  corda  del  feno  retto  ; 
potendofi  aflumere  per  eguali  la  tangente  , ed  il  feno 
retto  , giacché  non  differifcono  fe  non  per  una  infini- 
tefima  del  terzo  , lì  potranno  anco  aflumere  per  egua- 
li la  tangente  , l’arco  , la  corda  , ed  il  feno  retto  . 

COROLLARIO  IL 

10.  Se  s’immagineremo  , che  il  raggio  del  circo- 
lo fia  AN  infinitefimo  del  primo  ordine,  farà  l’arco 
NO  , ed  il  feno  OM  infinitefimo  del  fecondo,  e però 
il  feno  verfo  MN  infinitefimo  del  terzo. 

t 

COROLLARIO  III. 

11.  Sieno  nell’ affé  D<M  ( Fig.  n.,  e 12.  ) due_» 
differenze  prime,  ed  eguali  HI , IM , alle  quali  cor- 
rifpondono  i due  archi  infinitefimi  di  curva  AB  , BE  , 
e fi  tirino  le  due  corde  BE  , AB,  e quella  prodotta-, 
incontri  in  C l’ordinata  ME  parimenti  prodotta,  fe  fa 
d’uopo  . Si  tiri  E S perpendicolare  a .BC , e col  centro 
B , raggio  BE  l’arco  EO  . Per  il  Corollario  del  Teorema 
II. , CS  è infinitefima  del  fecondo  grado  , e per  l’ante- 
cedente , OS  c infinitefima  del  terzo,  dunque  CO  è 

infini- 
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infinitefima  del  fecondo,  perchè  l' infinitefima  del  ter- 
zo aggiunta  , o fottratta  dall’  infinitefima  del  fecondo 
non  fa  alcuna  alterazione;  ma  eflendo  HI  — lM , o fia 
AF—BG,  per  i triangoli  fintili , ed  eguali  A FB,  BGC, 
è anco  AB  = BC,  m a gl’archi  pofiono  aflfumerfi  eguali 
alle  corde , dunque  CO  farà  la  differenza  de’  due  ar- 
chi ABt  BE , e però  fe  fia  la  curva  DA  — st  farà 
AB  — BC—ds,  CO— — d.it  col  fegno  negativo , perdite 
AB  và  calando,  effendo  BF.  minore  di  AB  nella  Fig.  n.t 
ed  all’oppofio  col  fegno  pofitivo  nella  Fig.  12. 

SCOLIO. 

• 

1 2.  Nel  determinare  le  feconde  differenze  dell’ 
ordinata , e dell’  arco  della  curva  ó fuppoflo  , e nel 
Teorema  II.,  ed  in  quell’ultimo  Corollario,  che  le_* 
HI,  IM  fieno  eguali,  vale  a dire,  che  la  differenza-, 
prima  dell’  affida  non  fi  alteri  giammai , ma  rimanga-, 
cortame  , nel  qual  cafo  la  differenza  feconda  dell’ affida 
è nulla,  cioè  chiamata  x l’ affida  ,dx  la*  prima  differen- 
za , è ddx  — o . * • 

Si  fanno  però  due  altre  fuppofiziorii  ancora  , cioè* 
l’una,chefia  cortame  la  differenza  prima  dell’ordinata, 
e variabile  quella  dell’  affida  , e della  curva  ; l’altra,  <^he 
fia  cortame  la  differenza  prima  della  curva , e variabile 
quella  dell’  affida  , e dell’  ordinata  . 

Ma  dalle  premeffe  cofe  è facile  il  paffaggjo  a_. 

Tom.  II.  # , G # quell’ 
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qucfV  altre  due  ipottfi . Ritenuto  ciò,  ch’è  flato  detto  di 
fopra  , fia  ( Fig.  13.,  e 14.  ) BF—EG  , cioè  collante  la 
flulTìone  dell'ordinata  , fi  conduca  E P parallela  a BG  , e 
PT perpendicolare , farà  dunque  BF—  PT,  quindi  AF— BT , 
A B — BP , e però  G T,  o fi  a E P la  differenza  tra  HI , ed 
1M\  e deferitto  col  centro  B , intervallo  BE  , l’arco  E 0, 
farà  PO  la  differenza  tra  l’arco  AB,  e l’arco  BE , 
potendoli  affumere  le  corde  per  gl’ archi  infinitefimi  . 
Ma,  per  i triangoli  limili  DTP,  CEP  , avremo  PT, 
TB  ::  CE  , EP;  PT,  PBr.CE  , C P ; e PT,  TB, 
BP  fono  .flufll«ni  prime,  c CE  fluffione  feconda,  dun- 
que faranno  E P , C P , e molto-  più  0 P fluffioni  fecon- 
de , onde  fe  fia  DH—x,  DA  — t , farà  TG—PE— 
cdx , PO  — dds  nella  Fig.  13.,  è PE  — — ddx,  PO  — — dds 
nella  Fig.  14.,.  e ddy  — o. 

Sia  collante  il  differenziale  primo  della  curva,  cioè 
A B — BE  . Dal  punto  0 fi  abballi  O N parallela  a TP. 
Poiché  per  la  fuppofizione  è AB—BE—BO,  farà  anco 
AF  — BN,  adunque  FE  , o fia  A rG  è la  differenza», 
tra  HI , ed  IM ; ma  farà  anco  FB  = NO  , dunque  VO 
’ è la  differenza  Ira  BF  , ed  EG  . Ma  egli  è chiaro , che 
effendo  fluffione  del  fecondo  ordine  EC,  lo  fono  pure 
£ V , ed  VO  ; dunque  fe  fia  DH-x,  HA-y,  farà 
NG-ddx,  OF— — ddy  nella  Fig.  13.,  ed  NG-  — d.ix, 
OF — ddy  nella  Fig.  14.  , e dds  — o . 

La  fuppofizione  di  una  prima  fluffione  collante.., 

. * rende 
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rende  più  brevi  e facili  i calcoli  , come  fi  vedrà  nel 
farne  ufo  ; in  varj  incontri  però , a fine  di  maggioro 
univerfalità , fi  procede  dalle  prime  alle  feconde  diffe- 
renze , fenza  fare  la  fuppofizione  di  alcuna  prima  fluf- 
fione  collante  , ed  è facile  il  determinarle  . 

Siano  ( Fig.  15.,  e 1 6.)  HI,  1M  flulfioni  prirn’g., 
dell’alfilTa  DH,  ma  non  eguali,  e la  differenza  tra-, 
loro  fia  ML  , flu filone  feconda , e fatto  il  rimarremo 
come  fopra  , fi  tiri  l’ordinata  LN,  e la  Et  parallelo 
a BG  . Effendo  adunque  L M la  differenza  di  H f , farà 
HI—IL  , cioè  AF  — BR  , e però  fimili , ed  eguali  i 
triangoli  ABF , BRN,  ed  in  confeguenza  BF—NR  ; 
dunque  Ni  farà  la  differenza  tra  BF , ed  EG  , .cioè  la 
differenza  di  BF , o fia  la  differenza  feconda  di*  AH  . 
Similmente  farà  AB=BN,  dunque  NO  farà'la_. 
differenza  tra  l’arco  AB  , e l’arco  BE  ; e però  la  diffe- 
renza dell’arco  AB  , o fia  la  differenza  feconda  .dell’ 
arco  DA,  poiché  egli  è chiaro,  che  fono  Ni,’ NO 
fluflioni  del  fecondo  grado . Lo  fleflb  difeorfo  vale , fe 
in  luogo  di  fupporfi  IM  maggiore  di  HI  di  un  diffe- 
renziale fecondo  , fi  fupponga  minore  . 

13.  Avvertirò,  che  le  determinazioni  fidate  qon_. 
racchiudono  condizione  alcuna  intorno  all’  angolo  delle 
coordinate  , febbene  nelle  Figure  m.oifra  di  effer  retto, 
ma  nulla  meno  fi  deducono,  qualunque  fiafi  effò  angblo. 
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LEMMA. 

14.  Gl’ angoli  rettilinei  fono  tra  loro  nella  ragione 
diretta  degl' archi,  e nell’inverfa  de'  raggi. 

. Sieno  i due  angoli  ( Fig.  17.  ) E AB  , F A C . Pro- 
dotta AE  in  D,  per  la  fimilitudine  de’  fettori  ABEt 
ACD , farà  AB,BE::AC,  CD , e però  CD-BEXAC. 

AB 

Ma  l’angolo  E AB  , o fia  DAC,  è all’angolo  FAC  , co- 
me CDaCF;  dunque  l’angolo  E AB  farà  all’angolo 
FAC , come  BE  CF , cioè  come  BE  a CF  . 

AB  AB  AC 

TEOREMA  IV. 

15.  Prefo  l’arco  CF  ( Fig.  18.  ) infinitefimo  del 
primo  grado  della  curva  ACF  qualunque  , e condotte 
le  perpendicolari  CI , FI  alla  curva  , fe  col  centro  I , 
intervallo  IF , fi  defcriverà  l’arco  di  circolo  FS , dico: 
che  egli  caderà  tutto  al  di  dentro  della  curva  ACF  ver- 
te C , e l’intercetta  CS  farà  quantità  infinitefirna  del 
terzo  grado  . 

•Sulla  curva  AQR  s’intenda  condotto  un  filo,  il 
quale  eflendo  %To  al  difotto  nel  punto  R , e prefo  nel 
punto  A,  fi  vada  fcoflando  dalla  curva,  ma  in  modo, 
che  fia  fempre  tefo , onde  il  punto  A deferiva  la  curva 
ACF.  Eflendo  il  filo  nella  potizionc  CQ , farà  tangen- 
te * 
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te  della  curva  nel  punto  Q ; e nella  pofizionc  FR  , che 
intendo  infinitamente  profilma  alla  CO  , farà  tangente 
in  R t e prodotta  CQ  incontrerà  FR  in  I.  Poiché,  per 
la  generazione  della  curva  ACF, la  retta  QC  è eguale  alla 
curva  Q A,  c la  retta  R F alla  curva  RQA , e le  due  tan- 
gefiti  infinitefime  QI,  R/lonoafiìeme  maggiori  dell’ele- 
mento Q R ; faranno  anco  CI , IR  prefe  aflìeme  maggiori 
della  curva  RQA  , o fia  della  retta  FR  . dunque  tolta 
la  comune  IR  , farà  IC  maggiore  di  IF , ed  il  circolo 
FS , defcritto  col  centro  I , intervallo  I F , caderà  den- 
tro la  curv/.  Ma  per  il  I. , e ITI.  Teorema  le  duo 
tangenti  QI , RI  non  fuperano  l’arco  QR , che  per 
una  flufiìone  terza , dunque  la  curva  tAQ  afiicme  con 
le  rette  QI,  IR  fupera  della  fletta  quantità  la  curva- 
AQR  , cioè  la  retta  FR  ; e detratta  la  comune  IR, 
farà  AQ  con  QI , cioè  IC  maggiore  di  IF  per  uffa- 
infinitefima  del  terzo  ordine  . 

COROLLARIO. 

1 6.  Adunque  fi  potrà  confiderai  l’arco  di  circo- 
lo FS,  come  fe  fi  confondette  con  l’arco  di  curva_ 
FC;  e potrà  prenderfi  indifferentemente  l’uno  per  l’al- 
tro , e la  tangente  R F farà  perpendicolare  alla  curva- 
ACF  nel  punto  F,  e QC  nel  punto  C . 

Li  curva  AQR  fi  chiama  l’Evoluta,  ACF  la  Ge - 
mrata  uelf  evoluta , cioè  nata  dallo  fcbglimento  del 
‘ • . filo 
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filo  della  AQR;  ed  il  circolo  F$,  del  centro  /,  raggio 
I F,  il  Circolo  Ofculatore  . 

TEOREMA  V. 

1 7.  Se  alla  curva  DA  BE  ( Fig.  1 1 . , e 1 1.  ) ne’  punti 
infinitamente  proflìmi  A,  B,E,  cioè  efiendo  gl’archetti 
AB,  BE  infinitefimi  primi,  fi  conducano  le  perpendico- 
lari Q A,  QB  , ed  NE , la  quale  incontri  la  BQ  nel  pun- 
to N.  Dico  : che  gl’  angoli  AQB  , BNE  potranno 
afTumerfi  per  eguali . 

Per  l’antecedente  Lemma,  l’angolo  AQB  fià  all’ 
angolo  BNE,  come  AB  ad  EB  , cioè  come  AB  X B.V 

ad  EBXAQ,  ma  il  rettangolo  E B X AQ  non  è mi- 
nare del  rettangolo  A B X B N , fe  non  per  il  rettan- 
golo BEXQN,  c per  il  rettangolo  di  B N nella  diffe- 
renza degl’archetti  AB,  BE  ; ed  efiendo  QN , BE 
quantità  infinitefune  del  primo  grado  , farà  il  rettango- 
lo  da  elle  fatto  quantità  infinitefìnta  del  fecondo  , ficco- 
me  efiendo  la  differenza  degl’archetti  AB  , BE  infini- 
tefima  del  fecondo  , farà  pure  il  rettangolo  di  quefia^. 
in  BN  quantità  infinitefitna  del  fecondo  , adunque  i due 
rettangoli  ABXBN , EB  X AQ  non  fono  diverfi  , fc 
non  per  due  rettangoli  infinitefimi  del  fecondo  grado  ; 
adunque*  pofiono  prenderli  per  eguali  , ed  in  confe- 
guenza  anco  gl’ angoli  AQB,  BNE. 

COROL- 
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COROLLARIO  I. 

18.  Si  conduca  PBR  tangente  nel  punto  B ; que- 
lla dividerà  in  due  egualmente  l'angolo  CBE  furo 
dalle  due  corde  ABC , e BE  ; imperciocché  efTendo 
( Corollario  III.  Teorema  I.  ) l’angolo  BQA  doppio 
dell’angolo  PBA , a cui  è eguale  l’angolo  CB  R , an- 
che l’angolo  BNE  farà  doppio  dell’angolo  CBR  ; ma, 
per  Io  Aedo  Corollario,  l’angolo  BNE  è doppio  pure 
dell’angolo  RBE  , adunque  fono  eguali  gl’ angoli  CBR, 
RBE. 


COROLLARIO  II. 

19.  Sarà  adunque  l’angolo  CBE  eguale  all’ango- 
lo BNE,  e quindi  il  femore  BNE  fimile  al  fortore., 
EBO  . 

TEOREMA  VI. 

20.  Se  in  due  circoli  ; i diametri  de’  quali  fi  ec- 
cedano d’ un’  infinitefima  prima , fi  prenderanno  duo 
feni  retti  eguali  , ed  infinitefimi  del  primo  grado;  Io 
differenza  dei  feni  verfi  faràjnfinitefima*  del  terzo  . 

Sieno  i due  circoli  ABC,  PFH,  ( Fig.  19.  ) i fe- 
ni retti  infinittfimi  del  primo  grado  , ed  eguali  fieno 
BE  , FG,  i feni  verfi  EC,  GH  . Si  " tirino  le  cor- 
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de  AB  , BC . Eflendo  il  feno  BE  , e però  l'arco  BC 
fluflìone  prima  , farà  l’angolo  BMC  infinrtefimo  del 
primo  ordine  , e però  anche  l’angolo  BAC , che  ne  è 
la  metà,  e l’angolo  ESC , che  a quello  è eguale.*  ; 
adunque  poiché  l’ angolo  EBC , ed  i lati  E B , B C fono 
infinitefimi  primi  , farà  il  feno  verfo  EC  itjfinitefimo 
fecondo , 

Lo  lìdio  vale  del  feno  verfo  GH  . Ma  il  feno 
verfo  EC  ( per  la  proprietà  del  circolo  ) fi  trova  édere 

= EB  , ed  il  feno  verfo  GH  = GF  = EB , dunquo 

~AÈ  PG  * PG 

avremo  l’analogia  EC , GH::PG , AE;  ma  PG 
quantità  finita  fupera  A E quantità  finita  d’una  quantità 
infinitefimà  rifpcuo  a fe  , cioè’  del  primo  ordine  , per 
l’ipotjfi  , dunque  E C quantità" infinitefimà  del  fecondo 
ordine  fupercrà  GPl  infinitefimà  del  fecondo,  d'una^ 
quantità  infinitefimà  rifpetto  a fc  , cioè  del  terzo  . 

. » TEOREMA  VII. 

. # 

* 21.  Sia  la  curva  BEG  ( Fig.  io.,  e 21.)  riferita 
al  fuoco , cio&  tale  , che  le  ordinate  tutte  fi  partano  da 
un  punto  dato , che  fi  chiama  il  fuoco,  e fia  A , da  cui 
fi  conducano  tre  ordinate  infinitamente  proflìme  AB , 
A E , AG,  le  quali  comprendano  i due  archetti  infini- 
tefimi del  primo  grado  BE , £G  , e fi  tiri  la  cor- 
‘ da 


Digitized  by  Google 


1 


ANALITICHE  LIB.  II.  45? 

da  BE , la  quale  prodotta  incontri  in  L l’ordinata  A G 
pure  prodotta , fe  fa  bilogno  . Gol  ceutro  A fi  deferi- 
vano gl'  archi  B C , EF , e fieno  BM , EN  i loro  leni 
retti;  indi  fi  faccia  l’angolo  NEP  eguale  all’angolo 
MBE  , dico:  che  l’intercetta  GP  farà  differenza  infi- 
nitelirna  del  fecondo  ordine  dell’ordinata  AB  . 

Si  tiri  la  corda  EG  . Poiché  gl’ angoli  MBE  , 
NEP  fono  eguali  per  la  coffruzione  , e gl’ angoli  in_. 
M , ed  N fono  retti  , faranno  limili  i triangoli  EBM , 
PEN;  quindi  prefo  per  collante  il  feno  BM,  cioè 
fuppotlo  eguale  ad  EN,  i predetti  triangoli  faranno  in 
oltre  eguali  , e però  farà  ME  — NP  . Ma  fuppoffo 
B M — E N , per  l’antecedente  teorema,  la  differenza-, 
de’  feni  verfi  MC , NF  è infinitefima  rifpetto  a loro, 
dunque  faranno  anco  eguali  le  CE , FP  , e però  GP 
farà  la  differenza  tra  CE , ed  FG  . Ma  condotte  per- 
pendicolari alla  curva  ne’  punti  E , G le  'rette  E Q , 
QG  , l’angolo  LEG  è eguale  all’angolo  EQG  per  il 
Corollario  II.  del  Teorema  V. , ( il  quale  fi  verifica  , o 

fia  la  curva  riferita  all’ affé  , o fia  riferita  al  fuoco  ) e_. 

< v 

l’angolo  EQG  è infinitamente  piccolo,  dunque  farà  in- 
finitamente piccolo  anche  l’angolo  LEG  ; e perchè 
fono  infinitefime  del  primo  ordine  le  rette.  EG  , EL  , 
farà  GL  infinitefima  del  fecondo,  c molto  più  GP 
rifpetto  alla  Fig.  20. 

Per  il  Corollario  I:  del  Teorema  III.  il-  feno  BM 
Tom.  IL  D 


e 
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è eguale  all’arco  BC;  dunque  , prefo  per  collante  in 
luogo  del  feno  l’ arco  , e chiamato  effò  = dx , AB  —y  , 
CE  — dy  , farà  G P = — d.1y  . E defcritto  col  centro  E , 
intervallo  EG  l’arco  GV  t farà  VP  — — dds  , fe  fia_* 
BE  = ds.  • * ‘ 

• ir 

COROLLARIO. 

22.  L’angolo  LEP  farà  eguale  all’angolo  E AG  ; 
imperciocché  l’angolo  EPA  , per  la  coflruzione  , è 
eguale  all’angolo  BEA  , ma  EPA  eflerno  è eguale  ai 
due  interni  L , ed  LEP  ; e l’altro  BEA  eguale  ai  due 
L , ed  E AG  , dunque  tolto  il  comune  L , rimarranno 
eguali  i due  LEP  , EAG.  E perchè  ciò  fi  verifica  , o 
fia  la  curva  concava  al  punto  A , ( Fig.  20.  ) o fia  con- 
vella, ( Fig.  21.)  come  è facile  a vedere,  farà  nella— 
flefla  Fig.  il.  infinitefimo  l’angolo  LEP , c quindi  in- 
finitefima  del  fecondo  ordine  la  L P , ma  fi  è veduto  , 
che  GL  è pure  infinitelìina  del  fecondo  , dunque  Io  farà 
anche  tutta  la  G P , che  farà  — ddy  ; e col  centro  E , 
intervallo  EG  defcritto  l’arco  GF,  farà  PV—dh. 

Facendo  l'ipotefi  della  dy  collante  , col  centro  A , 
intervallo  A-G  fi  deferiva  l’arco  ' GT  , e dal  punto 
T fi  tiri  la  retta  TOA.  Poiché  FG  — EC‘,  per 
l’ipotefi,  farà  il  triangolo  TEO  fimile  , ed  eguale  al 
triangolo  EBC,  e peto  BC  — F.0 , e BE  — ET ; dun- 
que 
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que  OF  — ddx  , e TF  — dds  nella  Fig.  20.  ; ma-i 
0 F — — ddx  , e TF  — — dds  nella  Fig.  2 1 . 

Prefa  ds  collante  , li  conduca  la  retta  FR  A , farà 
EG  — EF—BE,  e pelò  fìmili  , ed  eguali  i triangoli 
<EBC  , EVR  , adunque  BC—  ER,  CE  — RV  ; ondi.» 
RF  — ddx , FI—  — ddy  nella  Fig.  20. , nu  R F—  — ddx , 
VI  — ddy  nella  Fig.  21. 

Che  fe  non  11  prenda  alcuna  prima  flulTione  co- 
llante : Ila  EF  maggiore  di  BC  ( Fig.  22.  , e 23.)  per 
la  fluffione  feconda  RF;  fi  conduca  la  retta  ART  ; col 
centro  A,  intervallo  AG  l'arco  Gf;  e col  centro  E, 
intervallo  EG  l'arco  GF.  Poiché  dunque  BC—ER , 
farà  anco  CE  — RI , e BE—EI , adunque  TI  farà  Ia_i 
differenza  tra  CE , ed  FG  , ed  FI  la  differenza  tra— 
B E , ed  E G . 

SCOLIO. 

23.  Non  farà  fuor  di  propofito  il  prevenire  una_» 
difficoltà , che  mi  potrebbe  effer  moffa  . Ella  è , che_. 
nel  Teorema  antecedente  fi  affumono  per  eguali  le_. 
CE  , FP  in  virtù  però  del  Teorema  VI.  , ed  il  Teo- 
rema VI.  fuppone  eguali  i feni  BM.,  EN;  dunque.» 
pare , che  le  determinazioni  filiate  de’  differenziali  fe- 
condi abbiano  luogo  folo  nel  cafo  , che  fi  faccia  l’ipo- 
tefi  della  fluffione  collante  BC,  e non  n eli’ altre  ; mi» 
per  togliere  quella  difficoltà  balla  riflettere  , che  quan- 

D 2 tunque 
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tunque  fi  ponga  variabile  la  RC , la  differenza  però  è 
infinitefima  del  fecondo  grado,  che  non  toglie  l'egua- 
glianza tra  le  fluflìoni  prime  BC,  EF\  e così  nè  meno 
tra  i feni  BM , EN  . 

r 

SCOLIO  II. 

24.  Ne’  premeflì  Teoremi  lì  contengono  i princi- 
pi , con  i quali  fi  maneggiano  le  quantità  infinitefime 
di  qualunque  grado  , e ci  fi  apre  la  firada  di  far  buon 
ufo  del  calcolo  differenziale  , e fommatorio  ; ed  ancora 
di  applicare  in  oltre  alle  grandezze  minime  la  Sintefi, 
e I’Analifi  degli  Antichi  , c di  fervirfi  della  pura  geo- 
metrìa , il  che  riefee  di  una  particolare  femplicità  , ed 
eleganza  . 

Per  ifeanfare  poi  i paralogifmi  , ne*  quali  pur  trop- 
po è facile  incorrere  , gioverà  il  riflettere  , che  nelle-, 
linee  infinitamente  piccole  di  qualfivoglia  ordine  , con- 
forme fi  pratica  anco  nelle  finire  , anno  a confiderarfi 
due  importanti  circoftanze  , cioè  la  loro  grandezza  , e 
la  loro  pofizione  . E quanto  alla  grandezza  non  credo , 
che  mai  fi  pofla  sbagliare  , fe  non  da  coloro  , che  cre- 
dono tali  grandezze  infinitefime  un  mero  nulla  . 

Ora  febbene  le  quantità  col  diminuirli  all’infinito 
paffano  da  genere  a genere  , le  proporzioni  in  qua- 
lunque ordine  perfifiono  le  medefime  ; e perchè  di  tre 

linee 
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linee  della  {iella  claffe  può  cofiituirfi  un  triangolo  , fi 
noti , che  minorandoli  proporzionalmente  i lati  fino  a 
far  tranfito  da  un  grado  all'altro',  non  fi  mutano  gli 
angoli , che  Tempre  fra  loro  la  lidia  ragione  conferva- 
no  . In  tali  incontri  non  è mai  lecito  prendere  uno 
linea  per  l'altra  , nè  fingere  eguaglianza  , o adequazio- 
ne dove  non  ci  può  dTere  , anzi  conviene  tener  ferme 
le  analogie  , e paragonare  i triangoli  d'un  genere  con 
quelli  dell'altro  , cioè  gl’infinitefimi  coi  finiti  , e gl’infi- 
nitefimi  del  fecondo  ordine  con  quelli  del  primo , o 
con  i finiti  , e cosi  vadali  decorrendo  . 

Ma  fe  due  grandezze  di  qual  fi  fia  ordine  diferi- 
ranno  per  una  grandezza  , che  rifpetto  a loro  fia  iuaf- 
fegnabile , ficuramente  , e fenza  rifchio  alcuno  d’errare 
una  fi  può  prendere  per  l’altra  , nè  v’è  timore  , cho 
l'adequamento  porti  un  minimo  fconcerto  . 

Fa  d’uopo  adunque  Ilare  molto  guardinghi  quando 
fi  tratta  della  pofizione  delle  linee,  e degl’ angoli  , con- 
ciofiacchè  il  confondergli  quando  non  deefi  tira  feco 
manifelli  paralogifmi  . 

25.  Stabiliti  i fondamenti  principali  di  quello  cal- 
colo , farò  palleggio  alle  maniere  , 0 regole  di  differen- 
ziare le  forinole  . Ed  in  primo  luogo  , debba!!  prende- 
re la  differenza  di  varie  quantità  fommate  aflìeme  , o 
fottratte  l’una  dell’altra,  per  cfcmpio  di  <*+-*+-  z +- 
y — u . Siccome  la  differenza  di  x è dx  , di  z è dz  ec. , 
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e della  ,*  collante  è nulla,  confi. lerando  ogni  quantità 
accrefciuta  della  fua  differenza  con  quel  fegno  , che  le 
compete  , la  forinola  propofla  fi  muterà  in  quetV  altra 
a +-  x +-  dx  + z +-dz  +-y  -t- dy — u — du  , da  cui  fottraendo 
la  prima,  farà  il  refiduo  dx+-dz+-dy — du,. che  è ap- 
punto  ciò,  per .cui  è crefciuta  la  quantità  propofla-., 
vale  a dire  la  fua 'differenza . 

Da  ciò  fi  ricava  la  regola  generale  , che  per  diffe- 
renziare qualunque  compleffo  di  quantità  analitiche  di 
una  dimenlìone  , ballerà  prendere  le  differenze  di  ciaf- 
cheduna  variabile  coi  loro  fogni  , ed  il  compleffo  di 
quelle  differenze  farà  la  differenza  della  quantità  propo- 
rla . La  differenza  adunque  di  b — s — z farà  — ds  — dz; 
la  differenza  di  aa  — 4'jz-i-by  farà  — 4 bdz-t-bdy  . 

z6.  Che  le  la  quantità  propofla  da  differenziarli 
farà  il  prodotto  di  più  variabili  , come  xy , mentre  x 
diviene  x +•  dx  , la  y diviene  y +•  dy  , ed  xy  diviene.* 
xy  +- ydx  +-  xdy  +-  dxdy  , die  c il  prodotto  di  x +-  dx  in 
_y  -t-  dy  ; da  quello  prodotto  adunque  fottratta  la  quantità 
propolla  xy  , rimane  ydx  4-  xdy  -t-  dxdy  , ma  dxdy  è 
quantità  infinitamente  minore  di  ciafcheduna  dell’  altre 
due  , le  quali  fono  il  rettangolo  di  una  quantità  finita- 
in  una  infinitefum  , e dxdy  è il  rettangolo  di  due  infi- 
uitefimc  , c però  infinitamente  minore  , dunque  effo 
rettangolo  lì  potrà  francamente  trafeurare  , quindi  la- 
difftrenza  di  xy  farà  xdy  +■  ydx. 

Sia 
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Sia  da  differenziarli  xyz  ; il  prodotto  di  x +-  dx  in_. 
y +■  dy  in  z +•  dz  è xyz  +■  yzdx  +-  xzdy  ■+■  xydz  +-  zdxdy  +■ 
ydxdz  +- xdydz  +- dxdydz  , il  quale,  (buratta  la  quantità 
propofla  , rimane  yzdx  +-  xzdy  +-  xydz  +-  zdxdy  +- ydxdz  +- 
xdydz +-  dxdydz  ; ma  il  primo , fecondo  , e terzo  termi- 
ne è ciafcuno  il  prodotto  di  due  quantità  finite  , c di 
una  infinitefima  ; ed  il  quarto , quinto , e fedo  è ciaf- 
cuno il  prodotto  di  una  quantità  finita  , .e  di  due  infi- 
nitefime  , dunque  ciafcuno  di  quelli  è infinitamente  mi- 
nore di  ciafcuno  di  quelli  , e però  fi  potrà  trafeurare  , 
e molto  più  l’ultimo  , che  è il  prodotto  di  tré  infinitc- 
fimi  ; trafeurati  per  tanto  tutti  i termini  , principiando 
dal  quarto,  far  & yzdx  4- xzdy -t- xydx  la  differenza  di 
xyz  . 

Quindi  nafee  la  regola , che  per  differenziare  un_. 
prodotto  di  più  quantità  moltiplicate  affieme  , fi  dovrà 
prendere  la  fomnu  de’  prodotti  della  differenza  di  ciaf- 
cuna  di  tali  quantità  nel  prodotto  dell’  altre . La_. 
differenza  adunque  di  bxzt  farà  bxzdt  -t-  bxtdz  +-  btzdx  +- 
xzt  X 0 j perchè  la  differenza  della  collante  b è nulla , 
cioè  la  differenza  di  bxzt  farà  bxzdt  +-  bxtdz  +-  btzdx  . 

La  differenza  di  a +-  x \b — yhrkdxXb — y — dyX  a+-x, 
cioè  bdx  — ydx  — ady  — xdy  . 

27.  La  forinola  da  differenziarfi  fu  una  frazione  , 
per  efcmpiOjjv  . Si  ponga  = z , farà  dunque  x — zy, 
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e però  anche  eguali  le  loro  differenze  , cioè  dx  — zdy  -h 
ydz  , quindi  dz  — dx — zdy  , ora  z — x , foftituito  per- 
y y 

tanto  queflo  valore  in  luogo  di  z,  farà  dz  = dx — = 

y yy 

ydx — xdy'-y  ma  fc  z — x , farà  dz  il  differenziale  di 
yy  y r 

dunque  il  differenziale  di  x farà  — xdy+~ydx  . 

7 yy 

E la  regola  farà  , che  il  differenziale  d' una  frazio- 
ne farà  un’altra  frazione  , il  di  cui  numeratore  fia  il 
prodotto  della  differenza ‘del  numeratore  nel  denomina- 
tore , meno  il  prodotto  della  differenza  del  denomina- 
tore nel  numeratore  della  propoffa  frazione  ; ed  il  de- 
nominatore fia  il  quadrato  del  denominatore  della  lleffa 
propofla  frazione  da  differenziarli  . 

La  differenza  adunque  di  a farà  — adx . La  diffe- 

N XX 

renza  di  a+-x  farà  xdx  — adx  — x ix  , cioè  — adx  . 

X XX  XX 

La  differenza  di  y farà  bdy  — ydy+-ydy , cioè  bdy  . 

t—y  » — » 

b—y  b—y 

La  differenza  di  3 xy  farà  7,xdy+-  $ydx  X a — x+-  dx  X 3 xy , 

a — x i 

— x 

cioè  $axdy  +-  ^aydx  — $xxdy  . 

a — r. 

28. 
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.28.  Debbanfi  differenziate  le  . poteflà  . E fia  in_-, 
primo  luogo  una  poterà  perfetta  , e pofuiva  , cioè  di 
■efponente  intero  pofitivo  , pér  efempio  , xx  ; ora  xx 
è il  prodotto  di  x in,  x , adunque  per  la  regola  de’ pro- 
dotti il  differenziale  farà  xdx  +-  xdx  , cioè  2 xdx  . Sia- 
da  differenziarli  x'  ; ma  x 1 è il  prodotto  di  x in  x in 
x , adunque  il  differenziale  farà  xxdx  +-  xxdx  +-  xxdx  , 

-,  , _ • 1 . • o f,#  • , 

cioè  3 xxdx  , e comecché  la  facenda  procede  con  Io 
fteffo  ordine  all’  infinito  , il  differenziale  di  xm , effen- 
do  m un  numero  qualunque  intiero  pofitivo  , farà 
mx  m ~ 1 dx  . 

Se  l’ efponente  farà  negativo  , per  efempio  ax— 1 , 
o Ila  a , il  differenziale , per  la  regola  delle  frazioni , 

XX 

farà  il  prodotto  della  differenza  del  numeratore  nel  de- 
nominatore , meno  il  prodotto  della  differenza  del  de- 
nominatore nel  numeratore , divifo  il  tutto  per  il  qua- 
drato del  denominatore  ; ma  il  differenziale  del  deno- 
minatore è 2 xdx  t dunque  il  differenziale  di  ax~~*t  o 
fia  a i farà  — taxdx  , cioè  — . 2 adx  ; il  differenzialeJ 

xx  x> 

di  x—  s , o fia  di  1 , farà  — 3 xxdx  , cioè  — 3 dx;  c 

. *7  ^ 
generalmente  il  d.ifferenziale  di  ax  — “ , o fia  di  a , 

b ' ~ bxm 

farà  — max m — 1 dx  , cioè  — msx~  1 dx  . 
bxim  K b 

Tom.  IL  E Sia 
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Sia  la  potette  imperfetta , ed  in  primo  luogo  pofi- 

tiva  ( cioè  l’efponente  fia  rotto  pofitivo)  ^ xm  , o 

m 

Ha  # " , efprimendo  m un  qualunque  rotto  pofitivo  . 


Si  ponga  x " = z , ed  elevando  ciafcun  membro  alla_ 
poteflà  »,  xm  — z”  , e differenziando , tnx m—  1 dx  ~ 
nz”~~  ldz,  onde  dz~  mxm~  ' dx,  ma  effondo  xm  - t"  è 

nz 1 

t 

m mm  m 

anco  z"—  1 = x T , dunque  foflituito  quello  valore 
in  luogo  di  z"~'  , farà  di  = mxm-~'dx  , cloò^ 

m — • m 

m — i flX  n 

dz—mx  ■ dx  , 

n 

Se  l’efponente  farà  negativo  , come  r , 


x - 


cioè  x " , o Ha  i , il  differenziale  , per  la  rego- 


x 


la  delle  frazioni , farà  — m x » dx  , cioè 


■ — m x " dx  . 

n 


La 
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La  regola  generale  è adunque  , che  il  differenziale 
d’una  qualunque  poterti  perfetta  , o imperfetta  t pofui- 
ra  , o negativa , è il  prodotto  dcll’efponente  della  po- 
terla nella  quantità  elevata  alla  poterti  minore,  per  l*u- 
« nità  , della  poterti  data , ed  il  tutto  moltiplicato  nella 
differenza  della  quantità  . 

1 ----- 

Sia  da  differcnziarfi  x 1 , il  differenziale  farà 
• t— 1 ‘ *_ 

- x 1 dx , cioè  - x 1 dx  , o fia  4 dx  \^x  . 

r - •••  i 1 — 1 

Sia  x 4 , la  differenza  farà  ~ x * dx  , cioè 

. x ♦ dx  , o fia  - dx  x . 

“i 

Sia  x , cioè  x % , la  differenza  farà 

i " - -,  .. 

* * 

'-JL-1  . ~i  - -,  ■•«■j 

— , cioè  — 4 x * d*  » o fia  — $dx  .1 

r 

• • •'  J"! 

» . 2*  4 

— * 

Sia  da  differenziarfi  a*  +.#•*■  , farà  la  differenza-. 

a X 0*  +■  xx  X odx  +■  2 xdx  , cioè  laaxdx  +■  6axxdx  +•• 
fx’dx. 

Sia  xy  + ax,  la  differenza  lari  3 X #y+-  a*  X *dy+-ydx+-  adx , 

E 2 . cioè 
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cioè  3 x*yydy  +-  6ax'ydy  4-  ^aax'dy  ■*-  $y ' xxdx  4- 
payyxxdx  4-  paayxxdx  •*-  3,3  ' xxdx  . 

Sia  1 , lari  la  differenza  — ìXax — yyXadx — *ydyt 

a*-~yj  **  — yy 

cioè  — ìadx  4-  o,ydy  . 

ax  — yy 

- . ' „ • ' l 

Sia  1 ' ax  — xx  , cioè  ax  — x x * , farà  la  differenza 

1 <- 1 

7 X** — xx  * X&dx — ixdx  , cioè  adx — ixdx  , 

S ..  * ■ 

f r • + ; - 

' 2X  Ax — XX  * 

o Ha  adx  — 2 xdx  . 

2 1/  *x  — * xx  * 

1 

Sia  \s  xx  +■  xy  y cioè  xx  4-  xy  1 , farà  la  differenza 

I — I 

X xx  +-  xy  1 X 2xdx  +-  xdy  4-  ydx  , o ffa 


2 xdx  4-  xdy  4-  ydx  . 

2 k'  xx  +- xy 

> 

Sia  y ax — xx  , 

, I * 

renza  -j  X ax  — xx  J 
adx  — 2xdx 


I 

cioè  ax  — xx  J 


X adx—ixdx 

* • 


* 

3 X ax  — xx  1 
» , » • 


t * *•  * ‘ ^ - 

, farà  la  diflc- 

J 1 j * 

, o fia 

» 
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t , cioè  1 , farà  la  differenza 


y f«y+-*y 


ay  +■  x y 


- X +■  xy  5 X +-  xdy  -*-ydx  y cioè 


ay  +■  xy  * 

— ady  — xdy — ydx  . 

7 

Sia 


ia  a—x  y a*~x  , cioè  a — xXa+-x  J» lar^ 


laràladif- 


ferenza  —dxXa-t-x  * r:  X a-*~x  1 Xa—xXdx, 

«.  « * • , 

0 fia  — </a?  a +-  x +■  ~ dx  Xa — x . 

- X 

|/a  -HAT 


Sia  j/ ax +.##+•  £/ a4  — a?4 


ax  +*  xx  +• 


p/ a*  — a?4  1 j farà*  la 


cioè* 


differenza 


adx+ixdx — x*dx  , cioè  adx-*-  2xdx  X a*  — x+*- 


> — *4J*  2X<*4 — a?4  + y' ax+xx+y  * 


2 y ax+-  xx-*-  y a 4 — a:4 


Sia 


■x'dx. 


*—x* 
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Sia  a*+-  xx  , farà  la  differenza 

^ ax  +.  xx 

Jaxxdx  +•  2x 1 dx  — a 1 dx  — ìaaxdx  . 

X 

2 X ax  +■  xx  * 

Sia  x is  ax  +•  xx  , farà  la  differenza 
a V ay  — xy 

^aayxdx  +-  layxxdx  — ^yx  'dx  — aaxxdy  +- x *dy  . 

_?  

2 a\ ay — xy  1 V'ax-^-xx 

29.  In  quella  guifa , che  fi  prendono  le  differen-  * 
ze  prime  delle  quantità  finite,  fi  prendono  ancora  Ie_» 
differenze  delle  quantità  infinitefime  del  primo  ordine  , 
e le ‘differenze  delle  quantità  infinitefime  del  fecondo, 
e cosi  fuccefiìvamcnte , fervendoli  delle  fteffe  regolo, 
che  ó fin’  ora  fpiegate  . 

Solo  vi  farà  da  riflettere , fe  alcuna  fluflìone  prima 
fia  fiata  affunta  per  coffante , e quale  ella  fia  , poiché 
la  di  lei  differenza  farà  nulla  , e fi  dovrà  oramettero 
nel  differenziare . 

Sia  propofia  da  diflbrenziarfi  la  forinola  ydx  — xdyt 
e non  fia  fiata  affunta  collante  fluflìone  alcuna  , la  dif- 
ferenza farà  dxdy  -t-yddx — dxdy — xddy  , cioè  yddx  — xddy . 

Sia  fiata  affunta  cofiante  Ja  fluflìone  dx  , farà  la  diffe- 
renza dxdy  — dxdy  — xddy  , cioè — xddy.  Sia  cortame 
la  fluflìone  dy  , farà  la  differenza  dxdy +- yddx — dxdy  , 

. cioè  yddx . ' Sia 
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Sia  ydx  t in  cui  nelfuna  flulfione  prima  li  prenda 

dy 

collante,  farà  la  differenza  dxdy 1 -t- ydyddx — ydxddy  ; 

prefa  collante  dx  , farà  dyldx  — ydxddy  ; prefa  per  co- 

dyl  • 

dante  dy , farà  dy1dx  +■  ydyddx  , cioè  -t-yddx  . 

dy1  dy 

Sia  ^ ydx:+-  dy1 , esodante  la  dz , farà  la  diffe- 
dz  • , 

renza  dydz  ydx1  4-  dy * 4-j'dz  X dxddx  +■  dyddy  , cjoè 

y dx1  +-  dy1 

dz1 

dx*dy  + dy'  +•  y dxddx  -t-y  dyddy  . 

dz  d#  * +•  dy 1 
Prefa  per  collante  dy  , farà 

dydz  ydx1  4-  dy1  +•  ydzdxddx  — yddz  V dx 1 +-  dy 1 , cioè 
• V dx  ‘ 4-  dy 1 

dz 1 

d x ' dydz  4-  dy 1 dz  4-  ydzdxddx  — ^d* 1 ddz  — ydy 2 ddz  . 

dz 2 y dx1 4-dy1 

Prefa  per  collante  dx  , farà 

; * > ' 

dydz  Wdx1  4-  dy1  4-  ydz  X dyddy  — yddz  I / d*2  4-  dy1 

y dx 2 4-  dy 1 
dz1 


cioè 
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cioè  dx 1 dydz  -t-dy'dz  +■  ydzdyddy  — ydx 1 ddz  — ydy  1 ddz 

dz  * V dx 1 +-  dy 1 

E finalmente  prefa  niffuna  Aulitone  cotanto  , 
farà  la  differenza 

dydzl/ dx1  + dy 1 +-ydz  X dxdix- 1-  dyddy — yddzis  dx1  +.  dy1 , 


^ dx1  +-  d*1 


cìocdx'-dydz+  dy'dz+ydzdxddx*  ydzdyddy-ydx'ddz^ydy'ddz. 


dz 1 V dx 1 +-  dy  * 

E fe  in  quella  fi  cancelleranno  tutti  i termini , ne’ 
quali  fi  trova  la  ddz  , cioè  fatta  1*  ipotcfi  di  dz  collan- 
te , fi  muterà  ella  nella  prima  ; cancellando  quelli , ne* 
quali  fi  trova  la  ddy  , fi  muterà  nella  feconda  ; e can- 
cellando quelli , ne’  quali  fi  trova  la  ddx  , fi  muterà 
nella  terza  , come  è chiaro  . 

Sia  xdx  ■*- ydy  , c collante  dx  , farà  la  differenza— 

v^xx+.yy 

~dxl+-dy'-  +-  yddy  V xx  +-  yy  — xdx — ydy  X xdx +- ydy  , 

^ xx  +■  yy 

xx  +-yy 

cioè  xxdy 3 +-  xxyddy  +-yydx 1 *-y'ddy  — ixydxdy  . 

7 

xx  +-yy  * 


Prefa 
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Prefa  per  collante  dy  , farà 
dx1  +-  xddx  + dy 1 V xx  +-yy  — xdx  — ydy  X x.ix  +-ydy  , 

xx  +-  yy 

. xx-t-yy 

cioè  x ' ddx  +■  xxdy 1 +-  yydx 1 •*-  yyxddx  — 2xydxdy  . 

j, 

AT.V  +->7  1 

E finalmente  prefa  neffuna  fluflione  collante , farà 

« ■ — — — ■ ■ - — ■ ■—  i.—  - 1 ■ 

dx 1 +-  xddx 4-  dy 1 *-yddy  ix  xx-t-yy — xdx — ydy  X xdx*-  ydy , 

^ xx  +-  yy 

XX  +-yy 

cioè  x ' ddx+-  xxdy 1 +-  xxyddy+-  yydx 1 +-  yyxddx +-  y 1 ddy — 2 xvdxdy. 

__  _? 

A'Af  4-  1 

Sia  propofia  da  differenziarfi  la  forinola  differen- 
ziale del  fecondo  grado  dx 1 +-  dy  '■  \/  dx 1 +•  dy 1 , o fia_.* 

— dxddy 

l 

dxl+-dyl  1 , e fi  prenda  dx  collante  , farà  la  differenza 
— dxddy 

L ì 

3 X dyddy  \ dx1  +-  dy1  1 X — dxddy  + dxdddy  \ dx1  *-  dy 1 1 . 

dx  ddy 1 

L’ipotefi  di  dy  collante  ripugna  per  quella  forino- 
la , in  cui  già  fi  trova  la  ddy . 

Tom.  Il  F Prefa 
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Prefa  nefluna  fluflione  collante  , farà 


3 X dxddx+-  dyddy  X dx'+-  dy1 1 X ~ dxddyJrdxdddy  ■^ddxddy\dx'Jrdy 
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CAPO  II. 

Del  Metodo  delle  Tangenti  . 

30.  A Lia  Curva  ADF  ( Fig.  24.,  e 25.  ) fia_. 
tangente  in  un  qualunque  punto  la  retta  TDG  , e per- 
pendicolare all’  afTe  AB  l’ordinata  BD  nel  punto  B , 
alla  quale  Ha  infinitamente  proffima  CF , che  prodotta 
( fe  fa  bifogno  ) incontri  la  tangente  nel  punto  G , e 
fi  tiri  DE  parallella  all’ affé  AB.  Per  quanto  è flato 
dimoflrato  ne’  premeflì  Teoremi , e fuoi  Corollari , la_. 
GF  farà  infinitefima  rifpetto  ad  £F,  e farà  pure  infi- 
nitefima  rifpetto  all’archetto  DF  la  differenza  tra  DF, 
e DG  ; dunque  fi  potranno  ufurpare  per  eguali  le  due 
EF,  EG , ficcome  le  due  DF,  DG;  e però,  fe  fia 
AB  — x , BD—y  , farà  EF  — EG  — dy,  DF  — DG  — 

v' dx1  +-dyl . Ma  i triangoli  fienili  GE  D , DB  7*  ci  dan- 
no P analogia  GE,  ED  : : DB  , BT,  cioè  in  termini 
analitici,  dy , dx::y,  BT, -dunque  BT—ydx , cd  ec- 

dy 

co  la  forinola  generale  della  fottotangente  per  qualun- 
que curva  . 

Nel  cafo  per  tanto  di  una  curva  data  nulla  altro 
rimarrà  da  farfi  , per  averne  la  fottotangente  , che  dif- 

F 2 feren- 
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ferenziare  l’equaz'one  , cd  il  valore  della  dx  , o dy  fo- 
flituirlo  nella  formola  generale  ydx  , con  che  fvani- 

dy 

ranno  i differenziali , cd  averafiì  il  valore  della  fotto- 
tangcnte  efpreffo  in  termini  finiti  , che  compete  alla_. 
data  curva  per  un  qualunque  punto , e fe  fi  voglia.* 
per  un  determinato  punto  , ballerà  lollituire  in  luogo 
de!!’ incognite  quel  valore,  che  loro  compete,  rifpetto 
al  punto  determinato  . 

31.  Dal  poterli  affumere  F.F—EG,  e DF—DG, 
ne  viene  , che  fi  può  confiJerare  il  punto  G , come  le 
cada  in  F,  cioè  , che  la  tangente  DG  , l’arco  DF , e 
la  fua  corda  fi  confondano  affieine  , vale  a dire , che 
le  curve  fieno  poligoni  d'infiniti  lati  infinitamente  pic- 
coli . Quello  dilcorfo  però  procede  folo  , quando  noi  ci 
fermiamo  nelle  prime  differenze  ; ma  fe  fi  dovranno 
computare  le  feconde  , non  fi  confonderà  il  punto  G 
col  punto  F effendo  appunto  GF  una  feconda  differen- 
za . Quindi  perchè  nel  metodo  delle  tangenti  non  s’in- 
troducono diflerenziali  fecondi  , faraffi  giullamente  il 
fuppoflo  , che  offa  tangente  fi  confondi  con  l’archetto, 
e fua  corda  . 

32.  Lo  Aedo  triangolo  G DE  ci  fomminiflra  ItL* 
formule  per  l’ altre  lince  analoghe  alla  fottotangente  . 

Per  la  fìmilitudine  de’  triangoli  GE  D , DBT,  farà 

GF, 
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CE,  GD  ::  DB , D7*,  cioè  dy  , i / dx* dy1  :‘.y , DE', 
e però  D T ~ y 1/  dx1  +-  dy  - , formula  generale  della_, 

dy 

tangente  . 

Sia  D N perpendicolare  alla  curva  nel  punto  D , 
faranno  funili  i triangoli  GDE,  D.BAT,  onde  farà 
DE  t EG  : : DB  , BN , cioè  dx  , dy  ::  y , BN  ; e però 
B N = ydy  , forinola  generale  della  fottonormale  . 

IT 

Sarà  ancora  DE,  DGr.DB , D/V,  cioè"  dx  , 
ì/ dx1  + dy1  ::  y , DN  ; e però  D N — y dx'- dv'- t 

dx 

forinola  generale  della  normale  . 

Dal  punto  £ fi  conduca  BAf  normale  a DAT,  o 
BH  normale  a DT.  II  triangolo  GDE  farà  fintile  al 
triangolo  DBM , onde  farà  GD,  G£::DB,  B M , 

cioè  1/  //.v1  -t-  1 , /fy  : : y , BM  z=.  ydy  , formola 

1/  //*• 1 +-  r/y 1 

generale  della  linea  £ M . 

Lo  Hello  triangolo  GDE  farà  anco  limile  al  trian- 
golo DEH,  onde  lata  GD,  DE  ::  DB  , BH  , cioè 

dx  ::y  , BH  = y/Z* , formola  ge- 

1/  1 +-  <Zy 1 

nerale  della  linea  B H . 

33.  La  fimilitudine  de'  due  triangoli  GED, 

DBT 
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DBT  ci  farà  fcoprire  in  oltre  l’angolo,  che  fa  con_. 
l’afle  la  tangente  ad  un  qualfivoglia  punto  di  curvai, 
conciofiacchè  farà  noto  l’angolo  DTB , qualora  fia_ 
nota  la  ragione  del  feno  retto  DB  al  feno  del  comple- 
mento BT , cioè  la  ragione  di  GE  ad  ED,  o fia  di 
dy  a dx  . 

Adunque  data  l’equazione  della  curva  , fc  fi  dif- 
ferenzierà , e fi  rifolverà  in  analogia  , di  cui  fieno  due 
termini  dy  , dx , avrafli  la  ragione  de’  felli  dell’  angolo 
DTB  , e però  noto  l’angolo  . 

34.  In  virtù  dello  fieflò  difeorfo  nafeono  le  me- 
defime  forinole  anco  nelle  curve  riferite  al  fuoco  , 
( Fig.  2 6. , c 27.  ) folo  che  fi  rifletra  , che  condotta^, 
dal  fuoco  B normale  all’ordinata  BD  la  retta  BT*,  che 
incontri  la  tangente  in  T,  i triangoli  DBT,  DGE 
faranno  limili , perchè  gl’ angoli  TBD,  DEG  fono 
retti,  e l’ angolo  .TDB  non  è maggiore  dell’angolo 
DGE  fc  non  per  l’angolo  infinitefimo  DBG  , il  che 
fi  vede  chiaro  conducendo  GQ  normale  a TB  ; adun- 
que fi  potranno  atTumere  per  eguali  i due  angoli  TDB , 
DGE  , cd  in  confegucnza  anco  i due  BTD,  GDE , 
c però  fintili  i due  triangoli  DTB  , GDE ; ma  in_. 
oltre  GF  è infinitefima  rifnetto  ad  E F,  adunque  ec. 


ESEM- 
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E S E M P I O f. 

35.  Sia  la  curva  s. IDI7  ( Fig.  24.)  la  parabola., 
apolloniana  dell’ equazione  ax  — yy  . Differenziando  finì 
adx  —.2 ydy  , e dx  — 2 ydy  . Softituho  per  tanto  quello 

* a 

valore  in  luogo  di  dx  nella  formola  generale  della  fot- 
tangente  ydx  , avremo  2yy  , o pure  ix  , poflo  in  luo- 

dy  a 

go  di  yy  il  valore  ax  dato  dall’  equazione  della  curva  . 

La  fottotangente  adunque  nella  parabola  e doppia  dell’ 
affilia  , e però  fe  fi  prenda  AT  — AB , e dal  puto  T 
fi  tiri  al  punto  D la  retta  T D , effia  farà  tangente  del- 
la curva  nel  punto  D . Se  in  luogo  del  valore  di  dx 
dato  dall'equazione  della  curva  , follituiremo  il  valore., 
di  dy  , cioè  adx  nella  formola  generale  ydx  , farà  eiTT. 

iy  dy 

ciò  nulla  oflanre  2 yy  , come  prima  , il  che  baderà 

a * 

d’avere  notato  in  quell’ efempio  . 

Nella  flefla  parabola  fi  ricerchi  la  fottonormale^ 

BN.  La  formola  generale  della  fottonormale  è ydy  ; 

dx 

ma  per  l’equazione  della  curva  fi  à dx  — 2 ydy  , dun- 

' a 

que  fatta  la  foftituzione  , farà  la  fottonormale  nella  pa- 
rabola 
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riboia  = a , cioè  la  metà  del  parametro  , e però  prefa 
1 

BN=  a , c dal  punto  N condotta  al  punto  D la  retta 

X 

ND,  farà  elTa  normale  alla  curva  in  D. 

Si  ricerchi  la  tangente  Df , la  di  cui  formola  ge- 
nerale è y v^dx1  +-  dv1  . Per  l’equazione  della  curva.. 

dy 

abbiamo  dx  — 2 ydy  , dunque  fatta  la  follituzionc  di 

a 

quello  valore  in  luogo  di  dx  nella  formola  , avremo 
y \/  4vv  dy 1 aady 1 —yV  4 yy  +-  aa  ~ 1/  4xx  +■  ax  , (pollo 

ady  a 

in  luogo  di  yy  i!  valore  <7.v  dato  dall’equazione  ) che  è 
la  tangente  cercata  . 

Si  ricerchi  la  normale  DN.  Solfiamo  il  valore  di 
dx  = 2 ydy  nella  formola  generale  y k dx 2 +-  dy  - , farà 

a dx 

eiTa  y V 4 vydy : +•  aady 1 — V'  4vv  4-  aa.  — ^ yix  +■  a 7 , pollo 

ly.iy  1 I 

in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall’equazione  . 

Si  ricerchi  la  retta  B M . Sollituito  il  valore  di 
dx  = 2 ydy  nella  formula  generale ydy # farà  elFa 

V'  dx 1 +-  dy  1 

aydy  — ay  — a\s  ax 

V 4 yydy 1 +•  aady 1 1/  417  +-  aa  v 47*  +.  aa 

Si 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IL  4 77 
Si  ricerchi  la  retta  B H . Sortituito  il  valore  di  dx 
nella  forinola  generale  ydx  , farà  e fifa 

dx1  +-~dyz 

) 2yyfy  — a yy  — 2 ja? 

1 4-  aady  x V 4yy+-aa  l/qax-haa 

Ritrovata  la  fottotangente  , non  è necellario  alcun 
ufo  di  forinole  per  ritrovare  l’ altre  linee,  febbene  a_» 
motivo  di  efcrcizio  me  ne  fono  qui  fervita  , impercioc- 
ché, efiendo  nota  la  BT , il  triangolo  TBD  rettango- 
lo in  B ci  fomminilìra  la  tangente  TD  , e la  fimilitu- 
dine  de’ triangoli  TBD , DBN , D MB  , DHB  l’altre 
linee  tutte  , e peiò  ne’  feguenti  Efempj  applicherò  il 
metodo  alle  fole  fottotangcnti . 

Se  vogliali  l’angolo  , che  fa  la  tangente  della  pa- 
rabola con  1’  a(Te  . Prefa  1’  equazione  differenziale-» 
adx  — zyiy  , e rifoluta  in  analogia  , troverai!!  dy , 
dx  ::  a,  2 y , cioè  che  il  feno  retto  BD  è al  feno  del 
complemento  B T , come  il  parametro  al  doppio  dell’ 
ordinata  , dovunque  fiali  il  punto  D;  e fe  fi  vorrà  Af- 
fata la  tangente  ad  un  punto  determinato  , per  efem- 
pio  al  punto  D,  a cui  corrifponda  l’alfilTa  AB—x—a , 

♦ 

dall’equazione  della  curva  trovata  la  y corrifpondente_» 
ad  x = a , che  in  quello  calo  è y ■=.  a , farà  l’ analo- 

4 * 

Tom.  II. 
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già  dy  , dx  ::  a , a , cioè  femiretto  l'angolo  DTB  y 

quando  Cu  y — a t o x — a . 

» 4 

Nel  vertice  yf  è y = o , e però  l’analogia  per 
l'angolo  della  tangente  nel  vertice  farà  dyt  dx::  a,  o, 
cioè  la  ragione  di  dy  a dx  infinita  , vale  a dire  il  feno 
del  complemento  farà  nullo  , e però  la  tangente  nel 
vertice  farà  perpendicolare  all*  affé  . 

ESEMPIO  II. 

3 6.  Sia  L’equazione  generale  di  tutte  le  parabole», 
di  qualunque  grado  x—ym  , intendendo  per  m un_. 
qualunque  numero  pofitivo  intiero , o rotto  , e che», 
l’unità  fupplifca  alle  dimenfioni  . Differenziando  farà 
dx  — mym~~  1 dy , e fofiituito  quello  valore  in  luogo  di 
dx  nella  forinola  generale  ydx , farà  la  fottotangente-, 

dy 

— mym  — mx . Sia  m — 3 , cioè  la  parabola  prima  cubi- 
ca x —y 1 , farà  la  di  lei  fottotangente  = 3 x . Sia- 
m = 3 - , cioè  la  feconda  parabola  cubica  xx  —y' , farà 
% 

la  di  lei  fottotangente  = ~ x ec. 

L’equazione  differenziale  dx  = mym—ldy  della— 
curva  ci  dà  l’analogia  dy  , dx  ::  r,  mym-^1  ; ma  polla 
y — o,  fe  farà  m maggiore  dell’unità,  l'analogia  fa- 
rà 
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rà  dy  , dx  ::  1 , o , cioè  la  ragione  di  dy  a dx  infinita, 
e però  la  tangente  nel  vertice  perpendicolare  aU’a(Iè_.; 
c fé  farà  m minore  dell’  unità  , farà  l’analogia  dy  , 
dx  : : 1 , m , cioè  polla  y = o , dy  , dx  ::  l t m , 

y\—m  o 

vale  a dire  la  ragione  di  dy  a dx  infinitamente  picco- 
la, e però  la  tangente  nel  vertice  parallela  aH’aire. 


ESEMPIO  III. 


37.  Sia  la  curva  DCE , ( Fig.  28.  ) di  cui  fi  vuo- 
le la  fottotangente , l’iperbola  fra  gl' afintoti  dell’equa- 
zione xy  — aa.  Differenziando  farà  xdy-t-ydx  = o , e_# 
dx  = — xdy  ; fofiituito  per  tanto  nella  formola  ydx 
y < ' Jy 

della  fottotangente  il  valore  di  dx  , farà  la  fottotangen- 
te = — x , valore  negativo,  e quello  vuol  dire  , che  la_. 
fottotangente  BT  dee  prenderli  della  parte  oppolla  alle 
afflile  . 

Prefa  adunque  BT—BAt  e condotta  al  punto  C 
la  retta  TC  , farà  effa  tangente  della  curva  nel  punto  C. 

Poiché  nella  curva  DCE  crefcendo  l’ affilia,  cala 
l’ordinata  y , s'avrebbe  dovuto  nel  differenziare  pren- 
dere negativa  la  differenza  dy , ma  perchè  per  la  lìeffa 
ragione  s’avrebbe  dovuto  prendere  negativa  la  fleffa_. 
dy  anco  nella  formola  generale  , fi  à ommellb  di  farlo 

G 2 nell’ 
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nell'uno , e nell'altro  luogo,  giacché  fenza  irabaraz- 
zarfi  co’  legni  torna  lo  lidio  , il  che  ora  avvertito 
fervirà  per  gl’altri  limili  cali . 

Sia  l'equazione  generale  x — i a tutte  le  infinite 

y W 

iperbole  fra  gl' afintoti , elfendo  m un  qualunque  nume- 
ro pofitivo  intero , o rotto . Differenziando  averemo 
à*  — — mym—  1 dy  — — mdy  , e foftituito  quello  va- 

yim  I 

lore  nella  forinola  generale  ydx  , la  fottotangente  farà 

dy 

— jn  , o fta  — mx , per  l’equazione  della  curva . 

y »l 

ESEMPIO  IV. 

38.  Sia  la  curva  ADF  ( Fig.  24.  ) un  circolo  del 
diametro  —2 a , AB  — x , b D — y , farà  l’equazione 
zax  — xx— yy  , e differenziando  ìadx  — 2 xdx  — lydy  , 
e però  dx  - ydy_  , e follituendo  quello  valore  nella- 

a — x 

formola  ydx,  farà  la  fottotangente  yy  , cioè  lax  — xx  * 

ày  a — x a — x 

pollo  in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall’equazione.  Sarà 
dunque  la  fottotangente  nel  circolo  la  quarta  propor- 
zionale di  a — x,  di  za  — x , e della  x . 

Ma  fe  il  circolo  farà  dell’equazione  aa  — xx—yy , 

' nel 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIfl.  II.  481 

nel  quale  ( Fig.  29.  ) Il  prendano  le  afflile  AB  — x dal 
centro  , differenziando  avremo  — xdx  — ydy  , e_» 
dx  — — ydy  , fodituendo  per  tanto  quefto  valore  nella 

•'  l.  e..;  * : 

forinola  , farà  la  fottotangente  = — yy  , cioè  la  terza». 

* X 

proporzionale  di  A B , e BD,  ma  negativa  , vale  a_. 
dire  da  prenderà  da  B verfo  T. 

\ • * * ’ # ' 

ESEMPIO  V. 

* l t 

39.  Sia  la  curva  ADF  ( Fig.  24.  ) 1‘ Elliffi  dell’ 
equazione  ax — xx  — ayy  , prefe  le  affi  (Te  dal  vertice  A . 
~b~ 

Differenziando  averemo  adx  — 2 xdx  — zaydy  , 0 

- b 

. J . * . 

d*  = zaydy  . Soflituito  quello  valore  nella  formola»* 
b X a — tx 

generale  ydx  , farà  ìayy  la  fottotangente  , o puro 
V bX^Tx 

I.  ...  _ 

lax  — 2xx  , pollo  in  luogo  di  ayy  il  valore  ax  — xx 

a — ix  " b 

dato  dall’equazione  . Fatta  x — \a , metà  dell’  affé  traf- 
verfo  , nel  valore  della  fottotangente  , farà  effa  zaa  , 

» - : o 

cioè  infiniu  ; adunque  la  tangente  net  punto  , in  cui 
Tafle  conjugato  taglia  la  curva,  farà  parallela  all’ alfe 
" traf- 
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trafverfo  , il  che  troveremo  efler  vero  anche  cercando , 
qual  fia  l’angolo , che  ella  tangente  fa  con  il  medeli- 
mo  affé  trafverfo  . 

Sia  generalmente  l’equazione  alle  eltifli  di  qualun- 

n 

que  grado  aym-*-n  — xm  X <* — * , intendendo  per  m , 

b 

n due  numeri  politivi  intieri , o rotti . Differenziando 

---  _____  fi 

farà  m +-  n X aym  +■ H_* 1 dy  = mxm  — 1 dx  X 0 — * — 
l 

- H—  I 

tidx  X a — x X *m  » e però 

dx  — >«  -t-  » X oym  •*"  1 dy  , e folli- 

»»  n—  i 

bmx  m ~ 1 X a — » — m X — * 
tuito  quello  valore  nella  formata  generale  , farà  effa_. 

m 4-  n X aym+-n , e pollo  in_» 

n n — i 

bmx”’—'  X a — * — bnxm  X a — * 
luogo  di  aym+-n  il  valore  dato  dall'equazione,  farà  la 
' ì 

_ r " 

fottotangente  m-t-n  X X a — x , 

n w—  i 

mxv’—1  Xa  — x — nxmX  a — x 
c dividendo  il  numeratore  , e denominatore  per 

n — i « 

xm~~  *Xflr — x , farà  finalmente  >3+  nXax — xx  ♦ 

«w — mx — nx 

» • • ».  % 

S/a 
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Sfa  mi — 1 , n—i  , cioè  l’elliffl  apolloniana  , farà  la 
fottotangentc  tax  — ixx  , come  fopra  . Sia  wi  = j , 


^ . . t — i* 

n — 2,  cioè  l’equazione  dy'^x1  Xa  — x , farà  la  fot- 

~b~ 

torangente  5 ax — 5**  are. 
la  — ix 

'.  ) 1 ■ i * 

Se  l’equazione  forte  aym*-n  — xm  X a x , ef- 

, * ' 

primerebbe  erta  tutte  le  iperbole  di  qualunque  grado 
riferite  agl’ arti , prefe  Certamente  le  afflile  dal  vertice 
A . Operando  nello  ftertò  modo , troveremo  ertere  la-p 

fottotangente  m 4-  n X ax  +~  xx  , diverfa  folo  dall’  antece- 
da +.  mx  +-  nx 

dente  ne*  fegni , ficcome  diverfa  folo  ne’  fegni  è l’ e- 
quazione , da  cui  fi  ricava  . 

Sia  m—i  , n=i  , cioè  l’iperbola  apolloniana  , farà 
la  fottotangente  20*4-2**  . Sia  m — it  ti-i,  cioè  l’e- 

dfur 

% 

quazione  ay 5 = * ’ X a +-  x , farà  la  fottotangente.» 
1 

5 ax  +-  ixx  ec. 

3*4-5* 

40.  Da  queijlo  metodo  delle  tangenti  fi  ricava-, 
ancora  la  maniera  di  riconofcere  , fe  le  curve  inno 

afin- 
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afmtoti , ed  il  modo  di  condurli , quando  efll  fono  in- 
clinati all’  alfe  , giacché  nel  cafo  più  femplice  , che  ad 
eiTo  fieno  , o perpendicolari  , o paralleli , abbastanza  fi 
a parlato  nel  Libro  I.  Capo  5. 

ESEMPIO  I. 

41.  Sia  la  curva  ADE  ( Fig.  30.)  dell* equazione 

n 

di  fopra  ay  w+"  " = xm  X a+-x  , la  di  cui  fottotangcntc 
1 

— — ___ • 

TB  — m^-n  X ax  +-  xx  , farà  dunque  l’intercetta— 

ma  +•  tnx  +■  nx 

AT  — va  +■  n X ax  +-  xx — x , cioè  nax 

ma  +-  nix  +*  nx  ma  +-  mx  +-  nx 

Egli  è chiaro  , clic  la  tangente  TD  diverrà  afin- 
toto  , quando  toccando  ella  la  curva  in  infinita  disian- 
za , cioè  quando  l’ affida  AB~x  , eflendo  infinita  , l’in- 
tercetta AT  rimanga  finita  ; ma  porta  x infinita  nell’ 
efpreffione  di  AT , il  primo  termine]  ma  del  denomina- 
tore è infinitamente  minore  degl’ altri  , e però  da  tras- 
curarli , onde  in  quello  cafo  farà  AT  zz  nax  — na  , 

mx  -f-  nx  m+~n 

quanti' à finita  , adunque  la  curva  à l’afintoto  , il  quale 
nartlrà  dal  punto  M , fatta  A M — na  . Ma  per  con- 

m +-n 

durlo  : 
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durlo  : fi  alzi  AH  normale  ad  AB  , e fia  egli  per 
efempio  MHP\c iò  pollo , fe  fi  prenda  x infortita , farà  dx  , 
dy  ::  MA,  AH,  ed  in  quella  luppofizione  di  x infini- 

n 

ta  l'equazione  della  curva  ay  "•■*-”  = xmXa+~x  (efien- 
Mo  a nullo  rifpetto  ad  x ) fi  muta  in  quell’  altra-. 

aym  + " = xm+-  ” t o fia,  eftracndo  la  radice , e facen- 
l 

do  per  maggior  comodo  m + n — t , y 

ma  differenziando  è dy  ^ a — dx  ^ b ; dunque  dx  , 

dy  : : }/  a , }/  b , dunque  MA , AH::  ^ a , ^ b , e 

perchè  MA  — na  , farà  na  , AH::  j/  a , b , cioè 
* T 

'AH  — na  b . Se  per  tanto  fi  prenda  AM=.na  ,e  Ci 

777  ‘ 

alzi  la  normale  AH  — na^  b , e fi  conduca  infinita 

\ 777 

la  rena  MHP  , farà  e(Ta  l’afintoto  della  curva  ADE  . 
Sia  m = 1 , » = 1 , cioè  l’ equazione  ayy  — ax  +•  xx 

i 

all’iperbola  apolloniana , farà  t — 2 , e pelò  A M — a , 

% 

Tom.  IL  H AH— 
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AH  — a^b  — u' ab  , cioè  A M la  metà  dell*  affé  traf- 
t Va  2 

verfo  , ed  AH  la  metà  del  corrugato  , appunto  come 
dalle  fezioni  coniche  fi  fa  , dover  eflere . 


ESEMPIO  II. 

42.  Sia  ADE  la  curva  dell’equazione  y ' — x'  — axy, 
fatte  le  AB  = x , BDzzy  . Differenziando  avremo 
3 yydy  — $xxdx  — axdy  -h  aydx , e però  ydx  — $y  ’ — axy, 

dy  ixx  +-  ay 

ed  A T zz  ydx  — x — $y  * — 3 at  * — 2 axy  , o pure  , po- 
dy  %xx  +-  ay 

fio  in  luogo  di  — 3»’  il  valore  ^axy  dato  dall’e- 
quazione della  curva  , farà  A T — axy  ; e fatta  x 

3 xx-t-ay 

infinita,  cioè  nel  cafo  dell’afintoto , in  cui  AT  diviene 
AM,  il  termine  ay  è nullo  rifpetto  a $xx  , adunque 
farà  AM  — axy  — ay  . 

IXX  IX 

Ma  poiché  nell’equazione  propofia  non  fi  poffono 
feparare  le  indeterminate  , nè  in  confeguenza  determi- 
nare il  valore  della  AM\  fi  ponga  *AM  — ay  — t , 

7* 

( il  medefimo  , 0 fimile  artificio  potrà  fervire  in  altri 

cafi 
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cafi  della  ftefla  natura  ) farà  y — $tx  , e follituito  queflo 

• a 

valore  nell’  equazione  propolla  , farà  effa  27/  * x ' — 

a ’ 

= 3 txx , ma  quando  fia  x infinita  , l’ultimo  termine 
è nullo  rifpetto  agl’ altri  ; adunque  farà  27 1 1 x 1 — 

a’ 

cioè  t = . Prefa  adunque  Af  = a , dal  punto  M fi 
J 1 

dovrà  condurre  l’afintoto  . Deve  in  oltre  effere  MA  , 

AH::  dx  y dy  t e l’equazione  propofia  — x'  —axyy 

o fia  ^ * :r  # * +- fi  riduce  ad  eflere  x' - -y'  , cioè 
x — y , quando  fia  x infinita  , e però  dx  — dy  ; adunque 
fatta  Af  A — A H , fe  dal  punto  M per  lo  punto  H fi 
condurrà  una  retta,  efia  farà  l’afintoto  della  curva. 

Aggiungo  in  oltre,  che  deve  neceffariamente  Ia_ 
linea  A T accofiarfi  ad  un  certo  limite  , oltre  il  quale 
non  polla  trafeorrere  , e che  il  menzionato  limite  talora 
è infinitefimo , o nulla.  Eccone  un’  efempio  femplice. 

Sia  l’iperbola  equilatera  BCF , ( Fig.  31.  ) e polla 
’AB  — a , AD  — x t DC  — y , abbiali  l’equazione.* 
aa+-  xx—yy  y e differenziando,  xdx—ydy.  Quindi  Ia_. 
fottotangente  ED  —yix  — vy  = aa+-  xx  , e confeguen- 

dj  x x 

temente  ED — AD  — aa-t-xx — x—aa  — AE. 

X X 

Polla  x — o t fi  trova  A E infinita , e la  tangente 

H 2 del 


i 

« 
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del  punto  B parallela  all’aire  AD  ; e fatta  * = 00  ; fi  3 
AE  — o . Per  la  qual  cofa  il  punto  £ fcorre  tutta  la  A E 
infinitamente  prodotta,  e fi  ferma  nella  origiue  A , ol- 
tre cui  non  trafcorre  , quantunque  la  noftra  curva  volti 
il  convello  all’ alfe  . L’afintoto  adunque  AG  nafce  dal 
punto  A , e forma  con  la  linea  delle  alfilTe  un’angolo 
femiretto  , fiante  che  nella  equazione  locale  aa+-xx = 
yy  , polla  x — 00  , fvanifce  la  collante  aa  , e diventa-. 
xx  —yy  , o fia  x —y  . 

43.  Fino  ad  ora  è flato  da  me  fuppoflo  , che_, 
l’angolo  delle  coordinate  fia  retto.  Che  fc  egli  fia  ot tu- 
fo , o acuto  , polle  come  fopra  BC—x  , CE  — y , 
CD  — dx  , 0 G — dy  , (Fi&  32. , t 33.  ) la  fottotangente 
farà  nè  più  nè  meno  ydx  , perchè  faranno  Tempre  fimili . 
. dy 

i due  triangoli  GEO  , E AC]  ma  l’ altre  formole  avran- 
no bilogno  di  riforma  . 

Nel  triangolo  EOG  l’angolo  0 eguale  all’angolo 
A CE  fi  fuppone  noto  , adunque  dal  punto  G abbacata 
G I normale  ad  AD  ; e prodotta  , fe  fa  bifogno  , £ O 
in  H,  nel  triangolo  GOH  farà  noto  l’angolo  GOH, 
ma  l’angolo  in  H è retto,  quindi  noto  l'angolo  OGH, 
e però  noto  in  fpezie  il  triangolo  OGH,  cioè  data  la 
ragione  di  GO  a GH , e fia  quella  di  a ad  m , farà  per 
tanto  a , m ::  dy  , GH  — mdy  ; farà  pure  data  la  ragione 

a 

di 
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di  GO  ad  OH,  c fia  quella  di  a ad  n , e però  at 
n ::  dy  , OH  — ndy  ; adunque  EH  ~ dxtL  ndy  ( cioè  il 

a a 

fegno  poluivo  nella  Fig.  32. , cd  il  negativo  nella.. 

1 

Eig> 33-)> quindi  EG  ~ aadx1  ±.  landxdy  +- nndy1  +■  mtndy\ 

aa 

ma  fe  OG  fi  efprirae  per  a , GH  per.  m , OH  per  «, 
farà  aa  — mm  +- nn  , ed  aady'zzmmdy-  +-  nndy1  , adunque 

, * 

follituito  quello  valore  nell’  efpreflione  di  E G , farà 
1 

EG  — aadx 1 ±z  landxdy  +*  aady 1 , ad  E G — ds  ~ 

aa 

adx 1 ± indxdy  +■  ady 1 , efpreflione  dell’  elemento  della 

a 

curva  . Ciò  pollo  , per  la  lìmilitudine  de’  triangoli 
EGO  , AEC  , farà  GO,  GE  : : EC , E A , cioè  ,iy  , 

adxl±z  indxdy  +-  ,7/(y 1 ::y,  E A — y j/  1 +;  mdxdy*-  ady  *, 

« dy  a 

formola  della  tangente. 

Sia  TE  normale  alla  curva,  ed  ES  al  diametro 
Al,  per  la  fimilitudine  de’  triangoli  GOH,  ECS 
avremo  ES  — my,c  CS  — ny\  e per  la  fimilitudine  de’ 

a • a 

triangoli  GEH  , EST , avremo  EH,  HG::ES , ST, 
cioè  adx  ±.  ndy  , rady  ::  wv  , ST  z:  mmydy 

a a a — 

a X — ndy 
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eperòCT=  mmy.ìy  +. ny  — mmydy  +- nnydy  iz anydx  — 

<j  X adx+z  ndy  “ a X ±. 

= uyiy  ± nydx  t formola  della  fottonormale  . 
adx  £ ndy 

In  firn  il  modo  fi  ridurranno  l' altre  forinole , il  che 
badi  d’aver  indicato. 

44.  Ma  le  curve  , delle  quali  fi  vogliono  le  tan- 
genti , poflono  efler  trafeendenti  , cioè  non  cfprimibili 
da  alcuna  equazione  algebraica  , ma  dipendenti  dalla-, 
rettificazione  d’altre  curve  non  rettificabili . Sia  la  curva 
A P B , ( Fig.  34.  ) di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente 
PTK  ad  un  qualunque  punto  P , e prodotta  in  M la_, 
QP  normale  ad  A £)  , la  relazione  di  M P all'arco 
P A fia  efprefia  da  un’equazione  qualunque,  e fi  ricer- 
chi la  tangente  MT  della  curva  CMA  deferitta  da’  pun- 
ti M ; condotta  qm  infinitamente  proflìma  a QM , ed 
MR  parallela  a PTy  e fuppofio  rettificabile  l’arco  APy 
cioè  —Xy  e chiamata  P M~y , farà  Pp~dxt  Rm  — dyy 
e limili  i due  triangoli  mRMy  MPTy  e però  mR  y 
RM  ::  MPy  PT , cioè  dy  , dx  ::y  , PT—ydx , formo- 

dy 

la  per  la  fottangente  della  curva  CM A da  prenderli 
filila  tangente  della  curva  APB.  Dall’equazione  data_. 
della  curva  AMC  fi  ritroverà  il  valore  della  dx  , o dy 
da  foftituirfi  nella  formola  , e fi  farà  il  rimanente  al 
folito  . 

ESEM- 
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ESEMPIO. 

45.  Mentre  il  circolo  DPC  fi  arruota  uniforme- 
mente fulla  retta  AB  cominciando  dal  punto  A,(  Fig - 
35.  ) il  punto  C della  faa  periferìa,  che  nel  principio 
del  moto  cade  fui  punto  A , lafci  imprefia  nel  piano  la 
traccia  del  fuo  cammino  , e fi  continovi  quello  moto 
fino  a che  pervenga  di  nuovo  il  punto  C nella  retta-. 
AB  ; deferiverà  efiò  una  curva  ACB , la  quale  dalla-, 
fua  generazione  viene  chiamata  la  Cicloide  ; e dicefi  Ci- 
cloide ordinaria  , quando  il  circolo  fi  muova  talmente 
fulla  retta  AB,  che  tutta  l’abbia  efattamente  mifurata- 
colla  fua  periferìa  dopo  , che  il  punto  C da  A fia-. 
giunto  in  B per  modo  , che  fia  AB  eguale  alla  perife- 
rìa dello  lìefiò  circolo  . Dicefi  Cicloide  allungata  quan- 
do il  moto  fia  tale  , che  la  retta  AB  fia  maggiore  del- 
la periferìa  del  circolo  ; e finalmente  Cicloide  contrat- 
ta quando  la  ttefla  A B fia  minore  della  periferìa  . 

Dalla  deferizione  di  quella  curva  chiaramente  fi 
vede  , che  condotta  da  un  qualunque  punto  la  retta-. 
MQ  parallela  ad  AB  , avrà  l’intercetta  MP  fra  la  cur- 
va , ed  il  circolo  CPD  all’  arco  CP  quella  ragiono  , 
che  a la  retta  AB  a tutto  il  circolo  . 

Ed  in  fatti  fia  il  circolo  generatore  nelle  due  pofi- 
zioni  EMF , DPC ; condotte  le  corde  ME,  PD , 


poi- 
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poiché  fono  eguali  gli  archi  £ M , DP,  faranno  egua- 
li , e parallele  le  corde  EAf  , DP  , e però  farà 
MP  — ED'y  ma  per  la  natura  della  curva  è A E , 
E Af  ::  AD  , EMF  ::  AB  , EMFE  , c nella-, 
ftella  ragione  è pure  ED  ad  AfF;  ed  MF  — PC  , 
ED  — MP  , dunque  farà  AfF,  PC  ::  AD  , E MF::A B , 
E Af FE  . Se  però  fi  chiami  la  retta  AB  — at  la  perife- 
rìa EMFE  del  circolo  generatore  —b,  ed  un  qua- 
lunque arco  CP  per  aflifla  —x  , l’ordinata  PM  — yt 
farà  l’equazione  della  curva  cicloide  by—x. 

a 

Avuta  l’equazione  alla  curva  , la  differenzio  , per 
ritrovare  la  fottotangenre  , e però  bdy  — dx  , e fofìitui- 

a 

to  quello  valore  in  luogo  di  dx  nella  formola  ydx  , 

ày' 

farà  PT—by~x.  Prefa  adunque  fulla tangente  PK(Fig.  34.) 

a 

del  circolo  , che  fi  fuppone  condotta,  una  porzione  PT 
eguale  all’arco  AP  del  circolo  , e condotta  al  punto  Af 
la  retta  TAf,  effa  farà  tangente  della  cicloide  nel  pun- 
to Af . / 

Che  fe  in  oltre  la  cicloide  fia  l’ordinaria  ; poiché 
in  quello  cafo  fi  a b — a > e però  y — xy  farà  P M~PTy 
e l’ angolo  PT M—  P MT;  ma  l’angolo  TP Q efferno  è 
doppio  dell’angolo  TMP,  e gl’ angoli  TPAt  APQ 
( per  la  32. , e 29.  prop.  del  3.  d’ Euclide  ) fono  egua- 
li, 
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li,  dunque  farà  l’angolo  APQ  eguale  all’angolo  TMP, 
c però  la  tangente  MT  parallela  alla  corda  PA. 

4 6.  Senza  fupporre  la  tangente  della  curva  \APB 
( Fig.  34.  ) fi  potrà  avere  la  fottotangente  della  curva., 
AM  prefa  nell’ affé  KAB  . Sia  AQ  — x,  QP  -y  , l’ar- 
co AP  — st  QM—zt  e la  relazione  dell’arco  AP  all’ 
ordinata  MP  fia  efpreffa  da  un’equazione  qualunque-.  . 
Sia  qm  infinitamente  proffima  alla  QM  t ed  MS  paral- 
lela ad  AB  , farà  MS  — dx  , Sm  — dz  , e la  firn  illudi- 
ne de’  triangoli  mSM,  MQN  ci  darà  dz  , dx  ::  z . 
QN  = zdx,  formula  per  la  fottotangente  . 

dz 

Se  in  luogo  di  affumcre  per  ordinata  QM—zt 
fi  prenda  PM—u,  condotta  MR  parallela  all’archetto 
Pp  , farà  m R — du,  RS  — po  — dy,  e però  MS—dti  -t-  dy9 
ed  i triangoli  fimili  mSM , MQN  ci  daranno  du  +-  dy  , 

dx  \ :u  +-y  , QN  — u+-y  X dx  , altra  formola  delia- 
ca +- 

fottotangente  . 

ESEMPIO  I. 

47.  Sia  la  curva  AP B ( Fig.  34.  ) un  circolo  del 
diametro  = 2r  , e la  ragione  di  P M all’arco  PA  fia— 
quella  di  a alla  b , cioè  la  curva  A MC  fia  la  cicloide. 
Chiamate  AQ  - x , QP  -y  , QM—  z , l’arco  AP  — s9 
Tum.  II.  I e 
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e condotta  mq  infinitamente  profiima  ad  Af  .Q , MR  pa- 
r alleila  a Pp  ; MS,  Po  parallele  ad  AB,  faràwSniz, 
RS  — fo  — dy  , Pp  — ds , ed  w;7ì  differenza  di  AfP 
farà  dz — dy  . Ma  poiché  , per  la  proprietà  della  curva, 
abbiamo  M P all’  arco  P A , come  a a b , nella  fleffa_ 
ragione  faranno  ancora  i differenziali  loro  mR  , pP  ; 

c però  farà  dz  — dy  , ds  ::  a , £ , cioè  ads  — dz  ; 

~T~ 

ma  ds  — 1/  dx 1 4-  dy1 , e per  la  proprietà  del  circolo 
^ ~ 1/  2r.v  — *■# , dunque  dy  — rdx  — xdx  , c dy1  zz 

i/2rv  — at# 

rrd* 1 — ir  xdx 1 +■  xxdx 1 , quindi  ds  = rdx  . 

2rx  xx  y/  lrx  — xx 

Surrogati  per  tanto  quelli  valori  in  luogo  di  ds  , 
e dy  nell’  equazione  ads  — dz  — dy  , avremo  dz  — 

t 

ardx  +-  brdx  — bxdx  , equazione  differenziale  della-. 

b \/  2 rx  — xx 
cicloide . 

Soflituito  adunque  il  valore  di  dz  dato  dall'  equa- 
zione nella  formola  zdx  della  fottotangente  , averemo 

di 

O N — bz  V 2 rx  — xx  . 

•X.  _ 

ar  ■*-  br  — bx 

Che  fe  la  cicloide  fia  l’ordinaria,  farà  a — b , e_* 

però 
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però  QN  = z 2 rx — xx  , cioè  ir  — x , V'  zrx — xx::  z, 

2 r — x 

QN , o fia  ir  — x , y ::  z , QN;  ma  per  la  proprietà 
del  circolo  è ir  — x,y:\y  , .v  , adunque  farà y , 

QN , cioè  QP,QA::QMt  QN , e però  farà  MN 
parallela  a P A . 

*« 

ESEMPIO  II. 

48.  Sia  la  curva  A Pii  una  parabola  , la  di  cui 
equazione  px  = yy  , polle  AQ  ~ x , QP  —y  , e fia_. 
l’ arco  AP  — s t P M — u , e la  ragione  di  M P all* arco 
P A fia  quella  di  a alla  b , farà  pure  m R. , Pp  ::  a , 
b ; cioè  du  , ds  :i  a t b 9 e però  ads  — du  . Ma  nella.. 

b 

parabola  y — l 'px  , e dy  — pdx  , dunque  ds  = 

2 i-'/w 

4/>a?  +-  pp  ; quindi  furrogato  quello  valore  in  luogo 

21 x px 

di  ds  nell’equazione  ads  — du , l'equazione  alla  curvai 

b 

’ANLC  farà  aix  v'  4 px+-pp  — du  . Prefa  per  tanto  Ia_. 
zb  \spx 

formola  della  fottotangente  u y X dx  , che  a quello  * 

du  +• 

I 2 cafo 
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cafo  conviene , e Catte  le  fofiituzioni  in  luogo  di  da , e 
dy  farà  QN=  ti ~yX  rbvjx_  ; ma  y - vpx  , per 
a 4 px  +•  pp  +-  bp 

la  proprietà  della  curva  A PB  , ed  as_-=  u , per  la  pro- 

b 

prictà  della  curva  AMC\  dunque  QN  — ras  Y px  -t-  tbpx  . 

a\/pp-t-  4 px  +-  bp 

49.  Dal  diverfo  modo  , con  cui  molte  curve  fi. 
generano  , nafcono  divede  dalle  ritrovate  le  formole_» 
delle  fottotangenti  loro , benché  il  metodo  per  ritro- 
varle fia  fimile  . Baderà  il  ricercarle  in  alcune  per  fare 
idea  della  maniera  , e dell’ artifizio  , che  dee  ufarfi  in_. 
qualunque  incontro;  c però  date  le  due  curve  A QC  , 
BCN  ( Fig.  36.  ) al  comune  diametro  TF,  alle  quali  fi 
fappiano  condurre  le  tangenti  , fia  un’  altra  curva  MC 
tale,  che  la  relazione  delle  ordinate  PQ,  PM,  PiV 
rifpetto  ad  un  qualunque  punto  M fia  efprefTa  da  una 
qual  fi  fia  equazione , e fi  dimandi  la  tangente  MT  di 
un  qualunque  punto  M . Si  conduca  pS  infinitamente., 
proffima  a PN,  e le  NS , MR  , QO  parallele  ad  AB, 
e fia  PE  = s , PF  — t , cognite  per  la  fuppofizione^  , 
PQzzx,  PM—y,  PNzzz.  Per  la  fimilitudine  de’ 
triangoli  QPE  , qOQ  , farà  Q 0 = sJx  zz  MRzz  NS , c 

X 

per  la  fimilitudine  de’  triangoli  ;;;  R M , MPT  , fa- 
> rà 
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ri  P Tzz  sydx  , formoli  della  fottotangente;  ma  perchè 

xJy 

differenziando  l’equazione  della  curva  MC , a fine  di 
avere  il  valore  della  dx  da  follituirfi  in  efia  formolju.  , 
farà  egli  dato  per  ày , e dz  , non  fi  averi  efTa  fottotan- 
gente  in  termini  finiti  . Si  rifletta  adunque , che  i trian- 
goli fìmili  NSn  , NPF  ci  danno  N P , P F ::  «S,  SN, 
cioè  z , t ::  izdz  , SN  z z iz  tdz  ( cioè  il  fegno  pofiti- 

Z 

vo  alla  dz  , fe  crefcendo  x , ed  y , crefce  la  z ; ed  il  fe- 
gno negativo  , fe  crefcendo  x , ed  y , la  z cala  ) . Ma 
è anco  SN  zz  sdx  , dunque  £,  tdz  zz  sdx  , e però 

X Z X 

dz  zz  £ szdx  . Pollo  adunque  in  luogo  di  dz  queflo  va- 

tx 

lore  nell’  equazione  differenziata  della  curva  MC  , fi 
averà  un  valore  di  dx  dato  per  dy  , il  quale  foflituito 
nella  formola  della  fottotangente  sydx  farà  fvanire  le_» 

xdy 

differenze  , e la  fottotangente  farà  efprefTa  in  termini 
finiti  . 

ESEMPIO  I. 

50.  Sia  xz  — yy  l'equazione  della  curva  MC  ; 
differenziando  farà  zdx  +•  xdz  — zydy  , e foflituito  in_ 
luogo  di  dz  il  valore  ±_  szdx , farà  zdx  ± szdx  zz  zydy  , 
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c però  dx  — itydy  ; nella  formola  della  fottotangento 
tz  ± sz 

sjdx  furrogato  per  tanto  , in  luogo  di  dx  , quello  va- 

Xlij 

lore  , farà  PT— ìstyy  — zst  , quando  fi  ponga 

tzxizszx 

in  vece  di  yy  il  valore  xz  . Sia  ora  la  curva  AQC  una 
parabola  del  parametro  = b ; la  curva  ECN  un  circolo 
del  diametro  AB  — za  . Se  adunque  il  punto  N cade_» 
nella  periferia  del  primo  quadrante  principiando  da  A , 
in  cui  la  dz  è pofitiva  , la  forinola  della  fottotangente_* 
PT  farà  zit  , e la  fottotangente  del  circolo  farà 
t +•  s 


zaq — gg  = t ( chiamata  AP  -q) , e quella  della  para- 
a—q 

boia  farà  zq  = j ; podi  adunque  quelli  valori  in  luogo 
di  t , e di  s nell’  efpreffione  zst  t avremo  PT  — 

t ^ 

Saq  — 4 qq  » 

4J  37 

Che  fe  il  punto  N cade  nella  periferia  dell'alrro 
quadrante  , farà  dz  negativa  , e la  formola  della  fotto- 
tangentc  PT  farà  _zst_  ; ma  in  quello  cafo  la  fotto- 
t — s 

tangente  del  circolo  è zag—qg-t , e della  parabola^ 

q—a 


rimane 
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rimane  zq  zz  s y e però  fatte  le  foftituzioni  de’  valori  di 
1 1 e di  r nell’cfprcffione  zst  , avremo  PT  zz  8.77  — 477, 

t — r 4.7  — 3 q 

come  nel  primo  cafo  . 

52.  Ma  quando  fiafi  denominata  AP  , ellendo 
AQ  una  parabola,  farà  P Qzz  x zzv bq  ; ed  elTendo 
BCN  un  circolo  , fara  PN  zz  z~\s  2 aq  — qq  , adunque  • 
l’equazione  yy zz  zx  della  curva  AfCfarà  yyzzq  U'zab  — bg, 

e data  cosi  l’equazione  per  le  due  coordinate  APyPMy 
troverai!»  la  fottotangente  PT  con  le  folite  ordinarie  for- 
inole ydg  . Differenziando  adunque  l’ equazione  yy  zz 

dy 

q V 2 ab — bq  , farà  ydy  zz.  4 aldq — jbqdq  ; quindi  molti- 

4 1/  2 ab  — bq 

plicando  per  y il  numeratore  , e denominatore  della—, 
formola  ydg  , onde  Ha  yydq  , e foflituendo  in  luogo  di 

dy  ydy 

yy  i C di  ydy  i rifpettivi  valori , farà  yydqzzSaq — qqqzz 

ydy  4 a — j q 

PT , come  prima. 

53.  Sia  più  generalmente  xm  zH  zzym+-  "l’equazio- 
ne della  curva  MCy  differenziando  farà  mznxm—  1 dx  +• 

nxm  z*— * dz  = m -h  n X ym  + "-  * dy  , e ponendo  iii_ 

luogo 


Digitized  by  Google 


500  INSTITUZIONI 

luogo  di  dz  il  valore  ± szdx  , farà 

tX 

tmzn  xm~~  ' dx £ snxm~  ' z"dx  — m +-  n X ym  +■  1 dy  , 


e però  dx  — mt+‘ntX.ym'i~"—,dy  ; adunque  PT  ~ 
mtizns  X z"xm  * 

sydx  — mst  4-  nst  X ym*~H  — mst  +-  nst  , quando  fi  ponga 

intiins  X z’at™  mt  ~ m 
in  luogo  di  ymJ<~  » il  valore  xm  zn  . 

54.  Se  le  due  curve  AC,  BCN  diverranno  linee 
rette,  nel  cafo  dell’equazione  femplice  xz—yy  della_, 
curva  MC  farà  erta  una  delle  Sezioni  Coniche  d’Apollonio, 
come  fi  è veduto  al  Lib.  I.  Cap.  III.  num.  135.,  cioè 
un  ElliiTì  quando  l’ordinata  CD  cade  fra  i punti  A , 
B;  un’Iperbola  quando  cade  dall’ una,  o dall’altra  par- 
te ; cd  in  fine  una  Parabola  quando  i punti  A , B fo- 
no infinitamente  lontani  l’uno  dall’altro  , cioè  quando 
l’una  delle  rette  linee  AC,  BC  c parallela  al  diame- 
tro . Da  ciò  manifclìamente  fi  vede , che  nelle  fieile., 
circoflanze  faranno  le  medefimc  curve  coniche  , ma  di 
grado  luperiorc  in  infinito,  quando  l’equazione  alla_. 
curva  MC  fia  la  generale  x"’  z”  — y •»+•«. 

55.  Data  la  curva  AP  ( Fig.  37.)  con  l’origine^, 
in  A , di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  , fia  un’ 
altra  curva  CM  D tale  , che  condotta  da  un  punto  dato 

F 
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F la  retta  F MP  in  qualunque  modo  , la  relazione  di 
FM  alla  porzione.  AP  ila  efpreda  da  un'equazione-, 
qualunque  , e debbafi  ritrovare  la  tangente  della  curva 
CMD  . 

Sia  PH  tangente  della  curva  APB  nel  punto  P, 
e fi  conduca  FH  normale  ad  FP , ed  Fp  infinitamen- 
te proflima , e col  centro  F fi  deferivano  gl’ archetti 
infinitefimi  MR , PO,  e la  ricercata  tangente  della-, 
curva  CMD  fia  MT . Si  chiamino  PH  — ty  FH  — sy 
FM  — y , FP~zy  e l’arco  AP  — x.  Poiché  per  gl’ ar- 
chi infinitefimi  podono  adiimerG  i loro  feni  retti  , farà 
il  triangolo  MRm  rettangolo  in  R , e perchè  l'angolo 
MmR  non  è diverfo  dall’angolo  TMF  y fe  non  per 
l’angolo  infinitefimo  MFm  , fi  potranno  confiderai  li- 
mili i due  triangoli  MRm  , TFM , e per  la  fleda  ra- 
gione limili  i due  triangoli  POp  yHFP  ; adunque  farà 
«R,  RM:i  MFt  FT , cioè  dy  , MR  ::y  , FT , ed 
FT  — MRXy  , onde  per  avere  il  valore  di  FT  con- 

dy 

viene  avere  prima  quello  di  MR  , che  fi  averebbe  , fe 
fode  nota  PO  ; ma  per  i triangoli  firmili  PFH , POp  , 
farà  PH  , FH  ::  Pp  , PO  , cioè  t , s ::  dx  , 0 P — sdxy 

t 

e per  i fettori  fimli  FPO,  FMR , farà  FP,  PO  ::  FM, 
MR  , cioè  z , sdx  ::  y , MR  — sydx  , quindi  FT—syydx  y 

t zt  tzdy 

forinola  della  fottotangente  ; la  quale  , fe  fi  foftituifea-. 

Tom.  II.  K in 
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luogo  di  dx  il  valore  dato  dall'equazione  differenziata— 

della  curva  CMD  , farà  efprefTa  in  termini  finiti  . 

ESEMPIO  I. 

5<J.  Sia  il  circolo  ABCD  ( Fig.  38.  ) dei  centro 
H,  raggio  HA , e mentre  il  raggio  HA  fillo  nel  cen- 
tro fi  muove  uniformemente,  deferivendo  il  punto  A la 
periferia  AB  CD  , fi  muova  il  punto  H uniformemente 
fui  raggio  HA  in  modo,  che  rellituitofi  il  raggio  nel- 
la prima  fituazione  HA  il  punto  H abbia  percorfo  tutto 
il  raggio  , e fia  in  A ; deferiverà  il  punto  H la  curva 
HEcA,  che  dicefi  la  Spirale  di  Archimede  . Dalla  gene- 
razione di  quella  curva  è facile  a vedere  , che  un  qua- 
lunque arco  AB  del  circolo  farà  alla  corrifpondente.» 
porzione  HE  del  raggio  , come  tutto  il  circolo  a tutto- 
fi raggio  . Chiamato  adunque  il  raggio  = r , la  perife- 
rìa del  circolo  ~c  , l’arco  AB  — xt  e l'ordinata— 
HE  —y  , farà  x , y ::  c , r , e però  y — r x , equazione 

C 

della  fpirale  , in  cui  le  ordinate  fono  dal  punto  filTo  H. 
Ciò  premefTo  , fi  voglia  la  tangente  E T della  fpirale..  : 
poiché  in  quello  cafo  la  FP  della  Fig.  37.  è il  raggio 
HB  del  circolo,  farà  z —r  , e le  due,  PH  tangente, 
ed  FH  fottotangente  , nella  fiefia  Fig.  37.  fono  in— 
quella  ambedue  perpendicolari  al  raggio  HB  (per  la— 

natura 


Digitized  by  Googl 


ANALITICHE  Lia  II.  503 
natura  del  circolo  ) , cd  in  confcguenza  tra  loro  paral- 
lele , e però  eguali  ; onde  farà  s — ty  adunque  la  for- 
inola generale  syydx  farà  in  quello  cafo  yydx  ; quindi 

tzdy  wijf  • 

s differenziando  1*  equazione  y^rx  , farà  iy  z:  rdx  , e fo- 

c . c 

4 • • 

(limito  nella  formola  il  valore  di  dx  , farà  el&_ 
cyy—HT\  o pure  pollo  in  luogo  di  y il  valore  rxy 

rr  c 

farà  xy  — HT . Defcritto  adunque  col  centro  H,  rag- 

r , -, 

gio  HE  —y  l’arco  EQ,  e prefa  HT  eguale  all’arco  EQ, 

farà  elTa  la  fottotangcnte  , perchè  per  la  fimilitudine  de’ 
fettori  HE  Qt  HBA  t bri  HAy  AB  ::  HQy  QE  ; cioè 
r»  * ::y  y QE  = xy.  , , . , : 

r 

Se  in  luogo  di  elTere  l’ equazione  y — rx  , fia_ 

C 

ym  — rmXy  cioè  la  periferia  all’arco  ABy  come  una_. 
€ 

qualunque  poteflà  m intiera  , o rotta  del  raggio  ad  egual 
poteflà  dell’ordinata,  differenziata  l’equazione,  ci  darà 
dx  — mcym—  ' dy  , ed  ydx  — mcy m dy  i e fatta  la  folliti*- 

rm  y m 

zione  nella  formola  yydx  della  fottotangente  , farà  effa 

rdy  ' 

mcy m +■  1 =HT,  ma  ym—rmxt  dunque  mxy  — HT  — 
rm  +-  » c r 

wXEQ.  K 2 57. 
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57.  Più  femplice  fi  averi  la  formola  della  fottotan- 
gente  , fe  l’equazione  della  curva  APB  (Fig.  37.)  fia  data 
dalla  relazione  di  FM  ad  FP;  poiché  i triangoli  limili 
f>OPy  PFHy  ci  danno  PO  — sdì,  a d i fettori  limili  FPO, 

Z 

FMR  ci  danno  MR-svdz,  e finalmente  i triangoli  fimi- 

• * zz  ! 

li  MRm , TFM  ci  daranno  FT—syydz. 

zzdy 

ESEMPIO  II. 

58.  Sia  la  curva  C MD  al  di  Copra  di  APB  , il  che 
non  fa  alcuna  alterazione  (Fìg.  39.)  , ed  APB  fia  una_. 
retta  linea,  ed  FM,  FP  fieno  Tempre  diverlc  fra  loro  per 
la  llella  quantità,  cioè  PM  collante  tra,  farà y — z — a 
l’equazione  della  curva,  che  è la  Concoide  di  Nicomede,  il 
di  cui  polo  F,  ed  AB  l'afintoto.  Differenziando  l’equazio- 
ne , farà  dy  — dzy  quindi  la  foitotangente  FT—syy. 

: zz 

Condotta  adunque  ME  parallela  a P A , ed  MT  pa- 
rallela a PEy  farà  MT  tangente  della  curva  in  M\  im- 
perciocché larà  FA  — Sy  FE—sy_ , ed  FT—syy  . 

• Z zz 

59.  Data  all’ alfe  F.  A T la  curva  qualunque  A M > 
(Fig.  40.)  di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  MH  ad 
un  qualunque  punto  M , e dato  fuori  della  curva  il  punto 
F y da  cui  fia  condotta  la  retta  FP  M\  fe  s’immagineremo, 

che 
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che  aggirandoli  la  retta  FPM  fui  punto  F immobile-.  , 
faccia  muovere  fulla  retta  ET  il  piano  PAM  Tempre  pa- 
rallelo a fe  flelTo  , rimanendo  la  intercetta  P A Tempre  la 
ftefla  : il  punto  M , che  è la  comune  intcrfecazione  delle 
due  linee  FAf,  A M,  deferiverà  con  quefto  moto  una  cur- 
va CAID,  di  cui  fi  domanda  la  tangente. Si  muova  il  pia- 
no P A M,  e nel  primo  iflante  arrivi  nella  poliziotte  infi- 
nitamente profilma  pam,  e fi  conduca  S R m parallela  ad 
ET.  La  fimilitudine  de’  triangoli  M R m , MHT  ci  dareb- 
be la  retta  HT,  che  determina  la  tangente  ricercata  , fe-. 
foflèro  noti  i lati  AfR,  Rm.  Per  averli  adunque,  chiamata 
FPyO  Fp-x ; FMyO  Fm-yyPp-dZyt  le  not cPA  = at 
MH—ty  PH  — s-y  egli  è chiaro,  che  farà  P p — Aa—Rm  — 
dZy  eper  i triangoli  fimiliFP/»,  FSm  farà  Fp,Pp  ::  F m, 
St»y  cioè  x,dz::y  y Sm  -ydz,  dunque  SRzzydz  — xiz\ 

X X 

e per  i triangoli  fimili  MPH , AfSR,  farà  HP,  HM :: 
RS,  R M y cioè  s y t : : ydz  — xizy  MR  — tydz  — txdz-  ; 

X • x 

finalmente,  per  i triangoli  fimili  MRm,MHTy  farà  AfR, 
Rm  ::  MH,  HT,  cioè  tydz  — txdz , dz  ::  t , Htzz  sx  . 

sx  y — x 

Dal  punto  F fi  conduca  FE  parallela  alla  tangente 
MH,  e fi  prenda  HT-PE , tirata  T Af,  farà  ella  tan- 
gente della  curva  nel  punto  M . Imperocché  per  i trian- 
goli fimili  P MH,  PFE,  farà  PAf,  PH::  PF,  P£,  cioè 
y — x , f ::  x y sx  — PE  — HT. 
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tfo.  E’  flato  dimoftrato  al  num.  136.  Cap.  III.  Lib.  I. 
che  fe  la  linea  AM  fofie  una  retta,  la  curva  CMD  fa- 
rebbe l’iperbola , che  averebbe  ET  per  uno  de’  due_» 
afintoti . Se  A M folle  un  circolo  col  centro  P,  la  curva.» 
CMD  farebbe  la  Concoide  di  Nicomede  , il  di  cui  polo 
P , e l’afintoto  ET.  E fe  finalmente  AM  fofie  una  para- 
bola, la  curva  CMD  farebbe  la  Compagna  della  Parabo- 
loide di  Cartefto , cioè  una  delle  due  Concoidi  Paraboliche. 

61.  AI  diametro  AP  (Fig.  41.)  fia  una  curva  qualun- 
que A N , a cui  fi  fappia  condurre  la  tangente,  ed  un— 
punto  fi (To  F fuori  di  lei,  e fia  un’altra  curva  CMD  tale, 
che  condotta , come  fi  vuole  , dal  punto  F la  retta- 
FMPN,  la  relazione  tra  FN , FP  , ed  FM  fia  ef- 
prefia  da  un’  equazione  qualunque  ; fi  dimanda  la  tan- 
gente MT  di  un  qualunque  dato  punto  M. 

Per  lo  punto  F fi  conduca  HK  perpendicolare  ad 
FNy  che  incontra  in  K il  diametro  AP  prodotto  ed 
in  H la  tangente  data  NH  . Sia  FQ  infinitamente 
profiìma  ad  FN , e col  centro  F fi  deferivano  gl’ archi 
MR  , Po  , NQ  . Chiamate  FK  = j , FH  — t , Fp=:x 
FMzzy,  FN  — z t farà  mR  = dy,p0=dx  , Q„-—dz\ 
e per  la  fìmilitudine  de’  triangoli  NQn  , NFH  farà 
A Q — tdz  > e per  la  fìmilitudine  de’  fettori  FNQ 

F MR  f farà  MR  — — tydz  ; e finalmente  , per  la  fimi- 

ZZ 

litu- 
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litudine  de*  triangoli  MRm , MFT , farà  FTrz — yytdz , 

zzy 

forinola  ricercata  della  fottotangente . Ma  quà  pure  fi 
rifletta  , che  differenziando  1*  equazione  della  curva  , i! 
valore  di  dy  da  foflituirfi  nella  formola  farà  dato  per 
dx  , e dz  , quindi  non  fpariranno  i differenziali  ; tutta- 
via però  la  fimilitudine  de*  fettori  FNQ  , FPo  ci  darà 
Po  = — txdz,  e la  fimilitudine  de’ triangoli  Pop,  PFK 

ZZ 

l'analog'ia  dx  , — txdz  ::  x , s , quindi  l’ equazione 

ZZ 

szzdx  — — txxdz  , e però  — dz  — szzdx  ; pollo  adun- 

Ixx 

que  nella  formola  della  fottotangente  il  valore  di  dy  , 
cavato  dall*  equazione  differenziata  della  curva , indi  in 
luogo  di  dz  queflo  valore  , fpariranno  le  differenze  , e 
fi  averà  la  fottotangente  in  termini  finiti  . 

Se  la  linea  AP  in  luogo  di  effer  retta  folfe  una— 
curva,  condotta  la  tangente  PK,  col  medefimo  difeor- 
fo  fi  troverebbe  lo  fleffo  valore  della  fottotangente  FT. 

ESEMPIO. 

61.  La  curva  A N ( Fig.  42.  ) fia  un  circolo  , il 
quale  paffi  per  lo  punto  F,  ed  in  tal  modo  pollo,  che 
conducendo  dal  puto  F la  FB  normale  ad  AP  prodot- 
ta , elTa  paffi  per  lo  centro  G di  cfTo  circolo  , e fia- 

fem- 


508  istituzioni 

Tempre  PN  eguale  a P M , la  curva  CMD  della  Figu- 
ra antecedente,  cioè  FMA  in  quella  farà  la  CifToide^, 
di  Diocle  , la  di  cui  equazione  farà  z -t-y  — 2x  . Diffe- 
renziando adunque  averemo  dz  +■  dy  = ìdx  , e però 
dy  = 2 dx  — dz  t e porto  in  luogo  di  dy  quello  valo- 
re nella  forinola  — yytdz  della  fottotangente  , farà 

zzdy 

— yytdz  , e finalmente  furrogato  in  luogo  di  — dz 

izzdx  — zzdz 

il  valore  szzdx  , averemo  styv  = FT , fottotan- 

txx  xtxx  +.  izz 

gente  ricercata  . 

Egli  è chiaro  , che  fe  il  punto  M , di  cui  fi  vuole 
la  tangente,  cadtlTe  nel  punto  A,  effóndo  in  quello 
calo  KH  normale  ad  FA  , farebbe  F N z:  F P =.  FM  = 

FA  — FK  — FH  ; e però  FT ~ ~ x AF  . 

63.  Troveraffi  forfè  più  fpeditamente  la  fottotan- 
gente della  Ci  (Iòide  per  mezzo  della  lolita  formola  del 
num.  30.  ; poiché  , condotte  le  NE , ML  perpendico- 
lari ad  FB  , e chiamando  FB  zz  la  , FL  — x , LM~yf 
per  la  proprietà  della  curva  FMA  farà  B E = FLzzx  , 

e per  la  proprietà  del  circolo,  farà  ENzzi/ux — xx , 
ed  i triangoli  Umili  FLM  , FE  N daranno  FL  , 
L\t  ::  FE  , EN  , e però  FL  , LM::  EN  , E £ , cioè 
a*  , ^ ::  — **  , -v  ; quindi  y zz  xx  , o 

2i7A?  — XX 

fia 
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Ha  yy  — x'  , equazione  della  curva  F MA\  differen. 

:a— « x 

ziando  adunque  avererno  2 ydy  ~ tixxix  — 2x'dx  , e_> 


prefa  la  formola  folita  ydx  , e fatte  tutte  le  foftituzioni  , 

dy 


farà  ydx  — yy\  13  — x — LO  — ìax  — xx , fe  fipon- 

dy  iaxx  — x 5 3 * 

ga  in  luogo  di  yy  il  valore  x * 

za  — x 

64.  Sieno  due  curve  ANR,  CPD , ( Fig.  43.)  ed 
una  retta  FK,  ed  in  effe  tre  punti  fidi  A , C , F ; fia_. 
in  oltre  la  curva  E MG  tale  , che,  condotta  per  un  qua- 
lunque punto  M di  ella  la  retta  FMN  dal  dato  punto  F, 
e dal  punto  M la  retta  MP  parallela  ad  F K , la  rela- 
zione dell’arco  AN  all'arco  CP  venga  cfpreffa  da  un’ 
equazione  qualunque  . Si  dimanda  la  tangente  della_. 
curva  EG  nel  punto  M. 

Sia  MT  la  ricercata  tangente,  che  incontri  in  T la 
retta  FK  prodotta,  fe  fa  bifogno , e dal  punto  T fi  tiri. 
TH  parallela  ad  FM , e per  lq,  punto  M fi  conducano 
MRK  parallela  alla  tangente  in  P , ed  MOH  parallela 
alla  tangente  in  N , c Ila  FmOn  infinitamrnte  prolfima 
ad  FN.  Chiamate  FM~t,  FN—t , MK=u,  e gli 
archi  AN—y , CP  — x , e però  Nn  — dy , Pp—dx,  farà 
per  i triangoli  limili  FNn , F MO,  FN,  N n ::  F M, 

MO, 

Tom.  II.  L 
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A/O,  cioè  t , iy  ::  s , M0=  sdy , c per  i triangoli  fi- 

r 

mili  Af  m R,  MTK;  ed  MO  m,'  MHT,  farà  Af  Jt* 
Afw  ::  MK,  MT\  ed  Mm , MO  ::  ATT,  MH;  dunque 
farà  anche  MR  , MO  ::  MK,  MH,  cioè  dx  ,tdy  ::  u, 

t 

M H — usdy  . Quindi  differenziando  l’equazione  data— , 

tdx 

averemo  il  valore  di  dy  dato  per  dx  , e fatta  la  follitu- 
zione  , farà  MH  efprefTa  in  termini  finiti  . Prefa  adun- 
que MH  eguale  al  ritrovato  valore  , e parallela  alla  tan- 
gente in  N della  curva  ANB,  e condotta  HT  paralle- 
la ad  MF , fe  dal  punto  Af  fi  tirerà  al  punto  T la  retta 
TM,  farà  effa  tangente  nel  punto  Af  della  curva  EMC • 

t 

ESEMPI  O.' 

tfj.  La  curva  ANB  ( Fig.  44.)  fia  un  quarto  di  cir- 
colo, il  di  cui  centro  F,  e CP  D della  Fig.  43.  fia  il 
raggio  A P F della  Fig.  44.  perpendicolare  alla  retta- 
FKTB , e fi  conduca  la  tangente  AR  . S’intenda  aggi- 
rarfi  equabilmente  il  raggio  FA  intorno  al  centro  F , e 
nello  ftefTo  tempo  muoverfi  equabilmente  la  tangente  A R 
Tempre  parallela  a fe  llelli  verfo  F B in  modo , che- 
quando  il  raggio  FA  cade  in  FB , cada  pure  ip  FB  h 
tangente  AR  . Con  quello  moto  il  punto  Af , che  è la 
interfecazione  del  ragg'o  , e della  tangente  , deferiveri 
la  curva  AMG,  che  chiamali  la  Quadratrice  di  Dino- 
flrate  . Dalla 
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Dalla  generazione  di  quella  curva  è chiaro  , cho 
iàrà  l'arco  AN  all' intercetta  A P , come  il  quadrante.* 
AB  al  raggio  AF\  chiamando  adunque  AN—yy 
A P — x , AB  — ay  AF  — r,  farà  ry  ~ axy  e iy  — adx , 

r 

dunque  foftituendo  quello  valore  di  dy  nella  formola  Usdyy 

tdx 

farà  *Af  H = asu  ; ma  in  quello  cafo  FN  è il  raggio  del 

rt 

circolo  , ed  ÀfK  - A F — AP , dunque  t — ryu  —r  — x y 
quindi  MH  — asr  — asx  — as  — sv  y pollo  in  luogo  di 

• rr  r 

ax  il  valore  ry  dato  dall’equaaione  . Dal  punto  M fi  alzi 
MH  normale  ad  FM y ed  eguale  all’arco  MQ  defcrit- 
to  col  centro  F,  raggio  FMy  e fi  tiri  HT  parallela  ad 
FMy  farà  MT  tangente  della  quadratrice  nel  punto  M ; 
imperocché,  per  i fettori  Umili  FNBy  FMQy  farà  FNy 
NB  ::  F My  MQ  y cioè  r,  a — y ::  ty  MQ  = as  — sy  =: 

MH . 

66.  Sieno  due  curve  BNy  F Qy  ( Fig.  45.) delle., 
quali  fi  fappiano  condurre  le  tangenti  , e che  abbiano 
per  alTe  comune  la  retta  BA,  in  cui  fieno  due  punti 
fifll  "Ay  E , e fia  un’altra  curva  LM  tale,  che  condotta 
per  un  qualunque  punto  M di  elTa  la  retta  AMN\ 
dcfcritto  col  centro  Ay  raggio  AMy  l’arco  MG  ; e dal 
punto  G abballata  GQ  normale  ad  .AG , fia  datala  re- 

L 2 lazione 
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lazione  de*  fpazj  ANR,EFQG,  e delle  linee  A M,AN, 
QG  per  mezzo  di  un*  equazione  qualunque  . Si  ricerca 
la  tangente  della  curva  LM  nel  punto  M . 

Condotta  la  retta  ATEI  perpendicolare  ad  A MNt 
fia  un’altra  Amn  infinitamente  proflima  ad  AMN , e 
I’arcbf  mg  ),e  la  perpendicolare (gq), quindi  col  centro^ 
deferitto  l’archetto  NS , lì  chiamino  le  fottotangenii  da- 
te H A— a , G K~b  , e fia  A M—y , A N—z,  GQ  — u , 
e gli  fpazj  EGQFzzs  , ANB—t  , farà  Rm  — Gg  — dyt 
Sn  — dz  , ed  a cagione  de' triangoli  fimili  KGQ  , 
farà(ofl)  = — du—tidy , c per  i triangoli  fimili-H^lV, 
T~ 

iVS»  , farà  S N — adz.  Lo  fpazio  GQqg  fi  può  pren- 
dere per  Io  fpazio  GQog , perchè  la  differenza  loro. 
Qoq  è quantità  infinitefima  del  fecondo  ordino, 
onde  farà  GQqg  — udy  — — ds  ; così  pure  farà 
ANn  — \AN)i  NS  — j adz  — — dt . Sofiituiti  per  tan- 
to nella  differenza  dell’equazione  propolla , in  luogo  di 
du , ds,  dt , qucfli  valori  , averetno  un'  equazione  , da 
cui  fi  caverà  il  valore  di  dz  dato  per  dy  . Ora  per  i’ 
fettori  fimili  ARM,  ANS , farà  MR—  aydz  , e per  L 

ZZ  ' i 

triangoli  fimili  mRM , MAT , farà  AT  — ayydz  , for-: 

zzJy  , 

mola  della  fottotangente  , in  cui  fe  fi  folìituirà  , in  ■ 
luogo  di  dz  , il  valore  dato  per  dy  dall’equazione  della 

curva , 
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curva  , fpariranno  le  differenze  , e la  fottotangente  farà 
data  ih  termini  finiti . 

• '*'»  ' . • • s 

ESEMPIO. 

<57.  Lo  fpazio  EGQF  fia  doppio  di  ABN\ 
cioè  f ~ 2t  , farà  ds  — zdt  , ma  ds  — — udy  , 
e dt~  — \ aìz , dunque  farà  udy  — ad z , c dz  — udy  , 

. ’ • a 

dunque  la  fottotangcnte  AT  — uyy  . 

ZZ 

* La  curva  B N fia  un  circolo  del  centro  A , raggio 
ANzzc , quindi  z~c  9 e la  curva  FQ  fia  un’  iperboli., 
dell’  equazione  uy  —JT,  farà  la  fottotar.gente  AT  —ffy  , 

• - * CC 

cioè  la  ragione  di  AM  ad  AT  cofiante.  La  curva  LM 
( Fig.  46.  ) chiamafi  in  quefio  cafo  la  Logaritmica  J virale . 

E’  chiaro  , che  la  curva  LM  farà  infiniti  giri  pri- 
ma di  giungere  nel  punto  A ; imperocché  quando  il 
pùnto  G(Fig.  45.  )afriva  in  A,  lo  fpazio  x farà  infinito,  come 
vedraflì  nel  calcolo  integrale , dunque  dovrà  eifere  infi- 
nito anche  lo  fpazio  t , che  non  può  elferlo  , fe  non_. 
dopo  infiniti  giri  del  raggio  AM. 

' 68.  Rimane  per  ultimo  da  confiderarfi  un  cafo  par- 

ticolare delle  tangenti  . Si  è veduto  , che  ellendo, 
le  coordinate  di  una  curva  qualunque  x , ed  y t la  for- 
inola generale  della  fottotangente  è.  ydx , o xdy  , fecon- 

iy  dx 
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do  che  la  y , o la  x fa  figura  di  ordinata  ; e però,  diffe- 
renziata l’equazione  della  curva,  fe  da  dia  fi  ricavi  H 
valore  della  dx  , o della  dy  , quello  valore  furrogato 
nella  formola  generale  ci  fomminifira  una  frazione  in- 
ternami tutti  finiti , la  quale  è l' efpreflione  , o valore 
della  fottotangente  per  un  qualunque  punto  della  pro- 
porla curva  . Che  fe  fi  vuole  la  fottotangente  per  un— 
determinato  punto  della  curva  , niente  altro  fi  deve  fa- 
re, che  foflituire  nella  frazione  in  luogo  delle  xyzA  y 
i valori  , che  effe  anno  nel  dato  punto  . Ma  accade  al- 
cuna volta  , che  folìituendo  in  luogo  di  x , o di  y un 
determinato  valore  nella  frazione  , che  efprime  la  fotto- 
tangente , o fia  nel  rapporto  della  dx  alla  dy  cavato 
dall’equazione  differenziata  della  curva  , tutti  i termini 
nel  numeratore,  e denominatore  di  effo  fvanifeano,  e 
cosi  ne  provenga  dx  — o , e pelò  anco  la  fottotangen- 

iy  o 

tc  = o , dal  che  però  non  fi  deve  inferire  , che  eflà— 

e • • 

fia  nulla  in  quel  punto . 

Sia  per  un’efempio  la  curva 

y* — 8 ay' — i taxyy-*-  i<5jjyy+-  qSj3xy+-  4 aaxx — 6^a  * x—o, 
e fia  y l’ affida  , x l’ordinata  , e però  xdy  la  formola— 

• dx 

della  fottotangente  . Differenziando  adunque  l’equazione, 
areremo  dv  — — ìzjgy — 2a,ix  +- 1 6a  » , e lalot- 

ax  y ' — 6ayy  — 6axy  +■  8aay  +-  1 2 aax 

totan- 
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totangente  xdy  — 3 nxyy  — 1 raaxy  — iaaxx+-  i6a'x  ; 

ùx  y'  — 6 jyy  — 4 jxy  +-  8 jay  +-  I laax 

ma  fe  fi  vuole  la  fottotangente  di  quel  punto  di  curva , 
a cui  corrifponde  l’ affida  y — zn  , elTendo  in  quello  cafo, 
per  la  data  equazione,  anche  x zz  la,  fatte  le  foditu- 
zioni  nella  frazione  , che  efprime  il  rapporto  della  dx 
alla  dy , fi  trova  egli  edere  # i la  * — 24*  * — 43  ' +•  \6a  * , 

. 8a* — 24 a' — 24(2*+-  ìóa'-b  243  ’ 
cioè  o , perchè  tutti  i termini  (I  didruggono  , e però 

O 

anco  la  fottotangente  in  quel  punto  = o , il  che  nulla  ci 

o 

fa  fapere  , quantunque  allo  dettò  punto  corrifponda  be- 
niffimo  la  fottotangente,  anzi  due. 

69.  Accaderà  infallibilmente  quello  cafo  ogni  qual 
volta  la  curva  abbia  più  rami  , che  s’incontrino ,.  e fi 
voglia  la  tangente  nel  punto  del  concorfo  ; ed  in  fatti  la 
curva  NO  PQR  ( Fig.  47.  ) dell’equazione  propofia  à i 
due  rami  O P , MQ  , che  fi  tagliano  nel  punto  G , a_. 
cui  appunto  corrifponde  ^ = 2.7  , elTendo  OT  l'aflè  del- 
le y , ed  il  principio  in  0,  cd  x — ia,  prefe  le  x nell’ 
alfe  0 Q . 

Per  rendere  ragione  di  quello  cafo,  bada  avvertire 
due  cofe  : la  prima  , che  nei  punto  del  concorfo  di  di- 
verfi  rami  di  curva  diverfe  radici  dell'equazione  fi  fan- 
no eguali  tra  loro  ; cosi  rifpetto  alla  propoda  equazio- 
ne 
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ne  nel 'punto  G fono  eguali  i due  valori  della  x , e_, 
due  pure  fono  eguali  de’ quattro  valori  della  y ; la  fe- 
conda, (come  fi  ò dimoìlrato  nell' Algebra  Gartefian  a ) 
che  fe  un’  equazione  , la  quale  contenga  delle  radici 
eguali , fi  moltiplicherà  termine  per  termine  con  una_. 
ferie  aritmetica  qualunque  , il  prodotto  fata  eguale  al 
zero  , e conterrà  in  fe  una  meno  delle  radici  eguali  j 
fe  quello  prodotto  fi  moltiplicherà  pure  per  una  fedo 
aritmetica,  il  nuovo  prodotto  farà  ifldTamentc  eguale  al  zero, 
e conterrà  una  meno  delle  radici  eguali  , che  contiene 
il  primo  prodotto  , cioè  due  radici  meno  delle  eguali , 
che  contiene  la  prima  equazione,  e cosi  fuccefiìvamen- 
te  fino  a quel  prodotto  \ che  una  fola  contenga  dello 
radici  eguali . 

Se  adunque  un’equazione  qualunque  di  curva  , trat- 
tando x per  variabile  , cd  y per  collante  , fi  moltipli- 
cherà per  una  ferie  aritmetica  , la  quale  termini  nel  ze- 
ro ; nel  calo  di  radici  eguali  il  prodotto  farà  egualo 
al  zero  , c Io  farà  ancora,  fe  fi  divida  effo  prodotto  per 
.v  , la  qual  divifionc  fuceede  dal  moltiplicarli  per  zero 
I'cltimo  termine.  Lo  lidio  farà,  trattando  y per  varia- 
bile , cd  x per  collante  , e moltiplicando  l’equazione-» 
per  tale  ferie  aritmetica  , che  ponga  il  zero  fotto  l’ulti- 
mo termine . 

Ciò  pollo,  è facile  a vederfi,  che  quella  tale  ope- 
razione fi  fa  appunto  differenziando , cioè  fi  tratta  la*, 

come 
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come  variabile  , e fi  moltiplica  l’equazione  per  una  ferie 
aritmetica , il  di  cui  primo  termine  è il  nudi  no  elpo- 
nente  della  x , e l’ultimo  è il  zero,  e nafce  un  prodot- 
to in  duplicato  in  ix  ; indi  fi  tratta  y per  variabile,  o 
fi  moltiplica  l’equazione  per  una  ferie  aritmetica  , il  di 
cui  primo  termine  è il  maffimo  efponente  della  y , o 
l’ultimo  è il  zero , e nafce  un  prodotto  moltiplicato  in 
dy;  ma  nel  calo  di  radici  eguali  di  x,  e di  radici  eguali 
di  y , tanto  il  prodotto,  che  moltiplica  dx , quanto  quel- 
lo, che  moltiplica  dy , fono  zero  ; dunque  appunto  devo 
nafcerc  la  ragione  di  dx  — o in  quel  punto , nel  quale 

dy  o ' 

due  rami  di  curva  s’incontrano  . 

Per  vedere  ciò  chiaramente,  ordino  l’equazione  del- 
la propofla  curva  per  la  lettera  y , c la  moltiplico  per 
la  ferie  aritmetica  » il  di  cui  ultimo  termine  fia  zero  . 

y*  — Bay*  - — 1 rixyy  +-  ^Ba.ìxy  +■  /\aaxx  _D  -r 
+-  \6aayy  — 6^a' x ~ * 

4,  3,  2»  1» 

il  prodotto  farà 

4y*  — 2427’ — iqixyy+.  32 aayy  -t-  qSjaxy—o  , 
cioè  dividendo  per  4 y 

y 1 — 6 ayy  — 6jxy  +-  8.jay  +-  1 2 aax  — o . 

Ordino  la  (Iella  equazione  per  la  lettera  x , e la  molti- 
plico  per  la  ferie  aritmetica  , il  di  cui  ultimo  termino 

Tom.  IL  M fia 


ISTITUZIONI 


5.8 

ila  zero 


AAflXX  +•  48,7.7 XV  +-  V* 

— <£4,7  ' x • — 8.:y 1 “ * 

, , ; : 7-1  layyx  +-  1 6jjyy 

2,  I , O 

il  prodotto  farà 

8a<ixx  +-  48.7 jxy  — 647 1 * — 12 ayyx  —o, 
cioè  dividendo  per  4.V  < 

. 2.7.7.V  4-  \2aay  — i<5j  ’ — $ayy  — 0 . 

Ciò  fatto  , differenzio  l'equazione  propofla  , ed  il 
differenziale  fi  è 4 y'  dy  — 24 ayydy  — 24 axydy  — 1 ìayydx  ■+ 
32 aaydy  +-  487,7 xdy  +-  48.7 aydx  +-  Saaxdx  — <54.7 1 dx  — o, 
cioè  dividendo  per  4 , e trasponendo  i termini  della  dx 


y ' — f).iyy  — 6 axy  8 aay  +-  1 2 aax  X dy  — 

3 ayy  — 1 laay  — ìaax  +■  1 X dx  . 

Ma  il  moltiplicatore  della  dy  è il  primo  prodotti)  nel- 
la ferie  aritmetica,  ed  in  conleguenza  relativamente 
al  punto  G , in  cui  y ì due  valori  eguali  ; ed  il  molti- 
plicatore della  dx  è il  fecondo  prodotto  nella  fua  ferie 
aritmetica  , mutati  i fegni,  il  che  peiò  non  fa  , che  non 
fia  =0  relativamente  allo  Hello  punto  G,  in  cui  x a due 
valori  eguali , dunque  farà  dy  X o = dx  X o , cioè  dy  zz  o 

> - - dx  o 

nel  punto  G . 

Ma  fe  il  moltiplicare  qualunque  equazione  per  una 
ferie  aritmetica,  o ila  il  differenziarla  (giacché  è lo  ileffo) 

fa» 
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fa  , che  nel  fuppoflo  di  radici  eguali  nafca  il  cafo,  di  cui 
fi  tratta  , cioè  dy  = o,  fa  ancora,  che  nell’  equazione 

dx  o 

indi  nata  vi  fia  una  meno  delle  radici  eguali , e però  fe 
^ l’equazione  propofla  a due  radici  eguali , la  d fferenzia- 
ta  ne  avrà  una  fola  di  effe  eguali  ; fc  la  propolla.  ne 
averà  tre  , differenziando  di  nuovo  la  già  differenziata, 

( affumendo  per  collanti  le  fluffioni  dx  , dy  ) quella-,  , 
che  indi  nafcc,  ne  averà  una  fola  , e cosi  di  mano  in_. 
mano  difcorrendo  , Si  affumono  poi  per  collanti  le  fluf- 
fioni  dx  , dy  f perchè  dillruggendofi  vicendevolmente 
tanto  i termini  moltiplicati  in  dx  , quanto  quelli  molti- 
plicati in  dy , nella  fuppofizione  di  quel  tale  determina- . 
to  valore  della  x , e della  y , fi  dillruggeranno  nulla-, 
meno  si  i termini  moltiplicati  in  ddx,  come  quelli  mol- 
tiplicati in  ddy  . In  quello  modo  operando  fi  ridurranno 
le  equazioni  a non  contenere  , che  una  fola  di  quelle 
molte  radici  eguali , che  prima  avevano  ; e però  diffe- 
renziando finalmente  l'ultima  , per  ritrarne  la  ragione 
di  dy  alla  dx , non  potrà  più  nafcere  il  cafo  di  dy  a:  o „ 

dx  , o , 

Ripiglio  adunque  l’equazione  di  prima 
y*  ■ — Ziy  * — 1 2 axyy+-  1 6j.iyy+-  qftiaxy+qjaxx — 64?  ^x—O  , 

differenziata  fi  trova  effere 

«•  / % 

y'  dy  — àjyyiy  — 6jxydy  — 3 ayydx  +■  2aaydy  +■  1 ìaaxdy  •+ 
1 laaydx  +■  laaxdx  — 1 > dx  — o . 

M 2 
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Ma  poiché  fofiituendo  in  luogo  di  y il  valore  ia% 
ed  il  corrifpondente  in  luogo  di  x , che  è pure  za  , a 
fine  di  avere  la  tangente  del  punto  G,  ritrovo  dy  — o , 

dx  O 

pafio  a differenziare  la  già  differenziata , prendendo  Tem- 
pre per  cortami  le  fluffioni  dx  , dy  , c ricavo  3 yydy 1 — 

1 zaydy 1 — 6axdy 1 4-  8 aady1  — 1 zaydy  dx  +-  zqaadxdy  4- 

2 aadx 1 ~ o . 

Sortituifco  in  luogo  di  y,  e di  x il  valore  2 a rela- 
tivamente al  punto  G , e trovo  dx  — +z  dy  1/8  , indi 
nella  forinola  generale  della  fottotangcnte  xdy  polli  i 

dx 

.valori  di  x ~ la  , e di  dx  ~ ±z  dy  y/  8 , farà  finalmente.* 
t a la  fottotangente  , o per  meglio  dire  , le  due  fot- 
1^2 

totangenti , che  corrifpondono  al  punto  G,  una  pofiti- 
va  , l'altra  negativa  , ed  eguale  alla  pofltiva . 

Se  la  curva  averà  tre  radici  eguali  nel  punto  , di 
cui  fi  vuole  la  tangente  , cioè  fe  la  curva  averà  tre  ra- 
mi , che  in  quel  punto  s’incontrino  ; poiché  dopo  aver- 
la la  prima  volta  differenziata  averà  ancora  due  radici 
eguali , differenziata  di  nuovo  , a fine  di  avere  la  ra- 
gione di  dy  alla  dx  , ci  darà  ciò  non  ortante  , per 
quanto  è fiato  detto  , dy  = o , e però  farà  necefTarÙL. 

dx  o 

una  terza  differenziazione  ; generalmente  tante  volte-. 

dovrà 
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dovrà  differenziarli  l’equazione  , quante  fono  le  radici 
eguali , o fia  i rami  della  curva  , e dall’  ultima  diffe- 
renza ricaverafft  la  ragione  della  dy  alla  dx  , e tanto 
faranno  le  tangenti , quanti  fono  i rami  della  curva  ftef- 
fa  , I quali  in  quel  punto  fi  tagliano . 

Sia  la  curva  QADHtAbdAI  ( Fig.  48.  ) dell’equa- 
zione x * — ayxx  +•  by ' — o , la  quale  ì i tre  rami  QAD , 
lAd , bAH , che  fi  tagliano  in  A ; e fia  AP  l’affe 
delle  x , ed  AB  normale  ad  AP  l’affe  delle  y , ed  A 
la  comune  loro  origine  . Differenziando  l’equazione  , 
farà  4*  1 dx  — layxdx  — axxdy  +■  ibyydy  — o , cioè 
dx  — axx  — 3 byy  . Ma  fe  fi  voglia  la  tangente  del  pun- 
4*  * — layx 

to  A , poiché  in  effo  è x~ o , yzz o , farà  dy  — o . Si 

. dn  o 

palli  adunque  alla  feconda  differenziazione  , e farà 
I zxxdx 1 — laydx 1 — ^axdxdy  +-  tbydy 1 = o , ma  di  qua 
pure  fi  ricava  dx  — o , effendo  ogni  termine  moltipli- 

Hy  o 

cato  per  x — 6 , fecondo  la  fuppofizione  , ovvero  per 

y- o • 

Differenziando  finalmente  per  la  terza  volta , farà 
•i^xdx  * — óadydx 1 4- pbdy  * = o , ma  polla  x — o,  fvani- 
fee  il  primo  termine  , e però  è adxldy  — bdy'\  dal  che 
fi  ricavano  tre  valori  della  dy , cioè  dy  zzo  t e dy  = 
± dx  v a , i quali  ci  danno  tre  rapporti  della  dx  a!la_. 
\/b 

ày , 


« 
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dy , vale  a dire  tre  tangenti  per  lo  punto  A ; una  in- 
finita , che  fi  confonde  con  l’aiTe  AP  , e ferve  per  il 
ramo  haH  . L’ altre  , prendendo  una  qualunque  AS  , e 
tirando  normalmente  ST  tale,  che  fu  STy  SAr.i^a, 
vb,  le  T A faranno  tangenti  nel  punto  A , l’una  del  ramo 
QA  D t l’altra  del  ramo  IAd. 

70.  La  verità  di  queflo  metodo  fi  può  dimofirarc 
anco  in  altra  maniera  , e come  fuol  dirli  A pofleriori  . 
I differenziali  dell’ equazioni  finite  , che  con  le  accenna- 
te regole  del  differenziare  fi  trovano  , non  fono  effi 
realmente  i differenziali  compiuti  , dandoci  le  regole  i 
foli  termini , che  contengono  i differenziali  primi , cioè 
di  una  fola  dimenfione  , ed  ommettendo  in  figura  di 
compendio  , e di  maggior  comodo  i differenziali  di  altro 
grado  , cioè  di  maggior  dimenfione  , i quali  per  i 
principj  del  calcolo  , già  renderebbero  relativamente 
nulli  i termini,  ne’ quali  fi  trovano. 

Richiamata  l’equazione 

y*  — 8.ry  '• — 1 "laxyy  +-  qSaaxy  +-  4aaxx  _ 

+■  1 6aayy  — 64 a’ x ~~  0 * 

c differenziata  , farà 

4 y'dy  — 24  ayydy  — 12  ayydx  — i^ixydy  +■  3 ìaaydy  +- 
48J jxdy  4-  48  jjydx  +■  8 laxdx  — 64 a ’ dx  ~ o ; ma  fe  la_, 
y fi  confideri  accrefciuta  della  fua  differenza , e cosi  la 
x , e che  nella  propofta  equazione  in  luogo  della  y , e 

fue 
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file  potcflà  fi  ponga  y +~dy  , e le  corri fpomlcnti  potelìà, 
e lo  lìdio  fi  faccia  ponendo  x -h  dx  , e le  poteflà  cor- 
rifpondenti  in  luogo  di  x , c fue  potelìà  , averafli 
y 4 +-  47  ’ dy  +-  6yydy 1 +-  4 ydy  ’ + dy 4 — 8.37  ’ — ì^ayydy  - — 
24  aydy 1 — 8 Jdy  * — 1 laxyy  — 24,7  xydy  — l ìaxdy 1 — 
12 ayydx  — 24 aydxdy  — 12 adxdy*  +-  \6aayy  +-  ^laaydy  4- 
i6aady 1 +-  q’èaaxy  4-  48 aaydx  4-  48 aaxdy  +-  48 j adxdy  4- 
qaaxx  +-  8aaxdx  4-  $aadx 1 — 64.? 1 x — 64.7 5 dx  — o , ed 
ordinando  i termini  in  colonne  fecondo  le  dimenfioni 
de’  differenziali 

1.  11.  ni.  iv.  v. 

4-  y*  +.  4-y’dy  4-  6yydy 1 4-  4yiy 1 4 - dy* 

— 847  ’ — 24 ayydy  — 24.7 ydy 1 — 8 ady  1 

■ — 12  axyy  — 24  axvdy  — 1 ìaxdy 1 — 1 ladxdy  * 

+-  \6aayy  — 12 ayydx  — 247 ydxdy  —o. 

, 4-  48.74*7  4-  3 ìaaydy  4-  1 (Saady 1 

4-  4'jxx  -t—^Sjiiydx  4-  48 j.ìdxdy 

— 6^' x 4-  481  ìaxdy  4-  4 aadx1 

4-  8aaxdx 

64.7  \ÌX' 

, La  fomma  per  tanto  di  tutte  quelle  colonne,  tolto- 
ne la  prima,  che  è l’equazione  lìdia  propolìa  , farà  il 
compiuto  , ed  intero  differenziale  di  lei  . Mi  perché 
rullim  i tamine,  cioè  la  colonna  quinta  è infinitamen- 
te piccola  nlpeuo  alla  quarta  , e la  quarta  rifpetio  alla 

terza, 
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terza , e la  terza  rifpetto  alla  fecon.la  , fi  allume  la  fo- 
la feconda  colonna  per  il  differenziale  della  propolla— 
equazione  , il  quale  compendio  ci  vien  dato  dalla  folita 
regola  del  d ffcrenziare  ; ma  non  è già,  che  le  colon- 
ne dopo  la  feconda  fieno  affolutamentc  nulle . Se  adun- 
que nafcerà  il  cafo  , che  la  feconda  colonna  fia  affolu- 
tamente  nulla.,  non  farà  più  nulla  rifpetto  a lei  la  ter- 
za, e peiò  non  dovrà  trafcurarfi  , anzi  farà  cffa  il  dif- 
ferenziale della  prima  . llleflamemc  fi  difeorra  della— 
quarta  , qnando  fia  zero  la  feconda  , c la  terza  , e così 
de  l’ altre  . Ora  quello  cafo  appunto  fuccede  , quando  fi 
cerca  la  relazione  di  dx  alla  dy  nella  propolla  equazio- 
ne in  quel  punto , in  cui  fia  y = 2j , ed  x = ta  ; poi- 
ché , fatte  quelle  follituzioni  , fi  trova  ella  feconda  co- 
lonna effer  zero  , e però  fi  paffa  a far  ufo  della  terza, 
il  che  è affatto  la  lleffa  cofa , che  differenziare  due  vol- 
te l’equazione  , come  è manifcllo  . 

71.  Per  gli  flefiì  principi  , c nella  fieffa  maniera 
fi  feioglie  un  fimil  cafo  , che  nafee  talora  nella  collru- 
zione  delle  curve  , fe  l’ordinata  venga  efpreffa  da  una 
frazione  , ii  di  cui  denominatore , e numeratore  diven- 
gano eguali  al  zero  , quando  fi  filli  per  l’ affida  un  de- 
terminato valore  . 

A fine  d’ufcir  d'imbarazzo  balla  confiderare  la  fra- 
zione , come  fe  efprimeffe  le  ordinate  di  due  curve  , 
che  in  qualche  punto  del  loro  comune  affé  concorrano, 

c 
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c perchè  in  quel  punto  la  ragione  \0ro  non  può  in  al- 
tro modo  e (Ter  cfprefla  , che  per  o , bifogna  cercare  , 

# . > r ° 

quale  fia  il  loro  rapporto  nel  punto  infinitamente  prof- 
fimo  , cioè  quando  elle  fieno  crcfciute  d’ un’  infinitefi- 
mo  > vale  a tjire , pattare  alla  diflèrenziazione  del  nu- 
meratore , poi  del  denominatore  della  frazione  fterta_. , 
e ciò  una  , due  * o più  volte  fin  tanto  , che  finalmen- 
te , porto  il  valore  determinato  dell’ affida  nella  frazio- 
ne , erta  non  fia  più  , e ciò  per  quella  fterta  ragio- 

o 

ne  detta  di  fopra  intorno  alle  colonne  de’  differenziali . 

■■!!  , . . 1 . ■■  — 

Sia  l'equazione  y — \/  za‘x — x 4 — a ^ aax  . Prefa 


x = a , c fatta  la  fortituzione  , farà  y — o , dal  che  non 

fi  può  perciò  inferire,  che  all’  affilia  x = 3'corrifponda 
l’ordinata  y — o . Differenziando  adunque  il  numerato- 
re , indi  il  denominatore  della  frazione  farà  y — 

■ — ± — _4  — 

a'dx  — 2 x'dxXìa'x — a-4  * — -j a'dxXa  lx 

--  — .r-  —9 

axxdx  X a * x * 

4 

cioè  dividendo  fopra , e fotto  per  dx  , e ponendo  x — a, 
farà  y — uSa  . 

9 

..  Tom.  II.  N Sìa 
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Sia  l'equazione  y -gl'  4^ 1 4* 1 — ax — aa  , 

1/  Zeta  +-  2xx  — x — a 
fi  faccia  x — a , farà  y — o , ’ ' K 

■T  t ' " 

Differenziando  per  tanto  il  numeratore,  poi  il  deno- 

’ ' ' ' .*  — X 

minatore  della  frazione , farà^  zz  44 x x X 4*  ’ +•  4*  * J — a 

. • * * -*  I . * 

■ ■ ■ ■ ■ * ■ ■ Il  - •* 

2x  X — ax,x  . * — 1 

ommettendo  la  dx , che  è tanto  nel  numeratore , quan- 
to nel  denominatore  ; ma  fe  in  quefla  frazione  pure  fi 
ponga  x = a , farà  ancora  y — o , dunque  portando  a_ 

O 

differenziare  quefta  \ feconda  frazione  , avremo  y ~ 

-jt 

32<j4x  X 4<2  ’ +-  4x  * 1 , ommettendo  la  dx  , e porta_ 

• -I  ; 

$aa  X +■  2xx  1 
x — a , farà  y ~ la  . 


CAPO 
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CAPO  III. 

..  % i 

* Del  Metodo  de'  MaJJìmi  , e Minimi . 

« » • * i ' . . *.  . 

72.  S E ih  una  curva  qualunque  , le  di  cui  ordi- 
nate fieno  parallele  , crefcendo  le  affilTe  B C ( Fig . 49. 
50.  51. , e 51.  ) continovamente  , crefca  altresì  l’ordi- 
nata CG  fino  ad  un  certo  punto  E dopo  di  cui  vada_. 
calando  , o non  vi  lia  più  ordinata  di  Torta  alcuna  ; o 
pure  al  contrario  crefcendo  l’affifla  , l'ordinata  CG 
vada  continovamente  calando  fino  ad  un  certo  punto 
E , dopo  di  cui  , o crefca  , o più  non  vi  fia  ; l’ordina- 
ta E F fi  chiama  la  MaJJìma  , ò la  Minima  . 

Alla  curva  GHF  fia  EF  la  maffima  delle  ordina- 
te ( Fig.  49.  > , o la  minima  ( Fig . 50.  ) ; prefa  una_. 
qualunque  affilia  BC , e condotta  l’ordinata  CG  , a! 
punto  G s’intenda  edere  tangente  GAyc  DH  infini, 
tamente  proffima  a CG  ; chiamata  BC  zz  x , CG  ±y  , 
e fatta  Gl  parallela  a BC  y farà  Gl  — CD  — dx  , 
lH—dy  . Poiché  fono  fimili  i triangoli  ACG , GHI 
nella  Fig.  49. , farà  A C , CG  : : G / , l H ; e poiché  fono 
fimili  i triangoli  ATG , GHI  nella  Fig.  50.,  farà  AT% 
TG  : : Gl , IH  . Ciò  pollo  , fi  finga  che  l’ordinata  G C 
Vaccolli  Tempre  parallela  a fe  lleffia  alla  maffima  , 0 mi- 

N 2 
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nima  ordinata  EF;  egli  è chiaro,  che  accodandoli  CG 
ad  E F , la  fottotangente  A C , o AT  fi  farà  Tempre 
maggiore  per  modo  , che  quando  CG  cada  fopra  la_. 
E F , la  tangente  fi  farà  parallela  a B C , e per  confe- 
guenza  la  fottotangente  farà  infinita  . In  quello  cafo 
adunque  avrà  AC  a CG  , o AT  a TG  ragione  .infini- 
ta , rimanendo  CG  quantità  finita  ; ma  poiché  è Tem- 
pre AC , CG  , o AT , TG  ::  Gl , IH,  averà  anco 
Gl  ad  IH  ragione  infinita  , e però  farà  dy  nulla  rifpet- 
to  alla  dx  , cioè  dy  — o nel  punto  della  malfima , o mi- 
nima ordinata . 

Sia  la  curva  GHF,  ( Fig.  51.,  t 52.  ) EF  la  mi- 
nima delle  ordinate  ( Fig.  51.  ),  o la  malfima  ( Fig.  52.); 
prefa  pure  una  qualunque  alfilTa  BC,  e condotta  l'ordi- 
nata CG  , la  tangente  G A , DH  infinitamente  prof- 
fima  a CG  , e G / parallela  a BC,  echiamate  BC—x , 
CG:ji,  farà  GI—CD  — dx , IH  — dy  . Per  i triangoli 
limili  ^CG,  G1H , farà  ( F/£.  51.  ) ^G,  CG  ::  Gl, 
IH  ; e per  i triangoli  limili  ATG  , GIH , ( F/g.  52.  ) 
farà  z4T,  TG::G/,  /H.  Accoflandofi  adunque  l’or- 
dinata CG  femprc  parallela  a fe  fielTa  alla  malfima  , o 
minima  ordinata,  la  fottotangente  AC , o AT  fi  farà 
Tempre  minore  per  modo  , che  quando  CG  cada  fopra 
la  EF,  la  tangente  fi  farà  normale  a BC , e per  con- 
fcguenza  nulla  la  fottotangente  . In  quello  cafo  adun. 
quc  averà  AC  a CG,  o AT  a TG  la  ragione  del  nulla 

alla 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  II.  519 
alla  quantità  finita  , e però  effondo  nella  fleffa  ragione 
Gl  ad  . IH  , farà  dx  nulla  rifpetto  alla  dy  , cioè  dy  — 00 
nel  punto  della  maffima  , o minima  ordinata  . Adunque 
la  formola  generale  per  le  tnalfime,  e minime  ordina- 
te farà  dy— o , o pure  dy  — 00  . 

73.  Data  adunque  l’equazione  della  curva  , di  cui 
fi  cerca  la  maffima  , o la  minima  ordinata  , fi  dovrà 
differenziare, per  ritrarne  il  valore  della  frazione , o rap- 
porto dy  , indi  fatta  la  fuppofizione  di  dy—o  , o pure 

dx 

di  dx  — o , cioè  di  dy  — 00  , fi  averà  il  valore  dell’affif- 
fa  x , a cui  compete  la  maffima  o minima  y , e quello 
valore  foflituito  nell’equazione  propofla  ci  darà  la  maffi- 
ma, o minima  ordinata,  che  fi  cerca  ; folo  avvertendo, 
che  nel  cafo  della  fuppofizione  di  dy— 00  , cioè  di  dx  — o, 
la  x farà  figura  di  ordinata  , fe  nell’  altra  fuppofizione 
la  faceva  la  y . Che  fe  nè  la  prima  fuppofizione  di 
dy- o , nè  la  feconda  di  dy  — 00  ci  fornirà  valore  alcu- 
no reale  della  y , fi  dovrà  concludere  , che  la  propuila 
curva  non  à nè  maffimi  , nè  minimi . 

74.  Serve  quello  metodo  per  avere  una  compiuta , 
ed  efatta  idea  delle  curve;  per  ricavare,  in  quali  punti 
le  tangenti  fieno  parallele  agl’affi  conjugati  ec.  Ma  ol- 
tre ciò  fi  applica  ad  infinite  quellioni  , che  in  tale  pro- 
polìto  poffono  farfi  sì  geometriche  , come  tìfiche  ; tale 
farebbe  il  ricercare  fra  gl’infiniti  parallelepipedi  di  una 

data 
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data  folidità  , quale  fia  quello  , che  abbia  la  minima  fu* 
perfide  ; ficcome  il  ricercare  tra  le  infinite  vie,  che  può 
tenere  un  mobile,  per  giugnerc  da  un  punto  all’altro 
non  polio  nella  meddìma  verticale  , quale  fia  quella-, , 
che  farà  trafeorfa  nel  minimo  tempo  con  una  data  leg- 
ge di  moto  , ed  altre  fienili . In  tali  quefiioni  ritrovata 
l’efprdfione  analitica  di  ciò  , che  fi  vuole  edere  un_* 
maflìmo  , o un  minimo , fi  ponga  eguale  ad  y y e fat- 
ta la  differenziazione  , fi  proceda  avanti  con  le  date 
regole  . 

ESEMPIO  r. 

75.  Sia  la  curva  dell'equazione  z.ix — xx  — yyy  e 
fi  voglia  fapere  , a quale  punto  dell*  ade  dell’  afllde  x 
corrilponda  la  madìma  ordinata  y , e cofa  ella  fia  . 

Differenziata  l'equazione,  farà  zadx — 2xdx  — zydy , 
cioè  dy—a — *• . Facendo  la  fuppofizione  di  dy  — o, 

dx  y 

dovrà  edere  zero  il  numeratore  della  frazione^  f 
c potò  farà  a — x — o , onde  x — a\  adunque  la  maffi- 
ma  ordinata  corrifponde  a quell’ aldilà  , che  fia  eguale 
ad  a ; lollituito  quello  valore  in  luogo  di  x nella  pro- 
pella equazione  , farà  2 aa  — aa—yy  , cioè  y e:  ±.  a ; la 
maliima  ordinata  adunque  pofitiva  , e negativa  è eguale 
ad  a . Facendo  la  fuppofizione  di  dy  - 00  , dovrà  ede- 
re zero  il  denominatore  della  frazione,  e però  farà  ^ = 0, 

folli  - 
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foflituito  per  tanto  quello  valore  in  luogo  di  y nella— 
propofta  equazione,  areremo  x — o , ed  x — la  ; vale  a— 
dire , che  *•  = o farà  la  minima  , ed  x — ta  la  maffi- 
ma  ; o più  propriamente  , che  quando  fia  x — o , ed 
x — , elfendo  infinita  la  dy  rifpetto  alla  dx  , la  fot- 

totangente  farà  nulla  , cioè  la  tangente  parallela  alle- 
ordinate  y . 

ESEMPIO  II. 

7 6.  Sia  la  curva  dell’equazione  xx  — ax~yy  . 
Differenziando  farà  dy  — 2x  — a . La  fuppofizione  di 

dx  ly 

dy=.  o ci  dà  x = a , ma  foflituito  quello  valore  in  luo 
* 

go  di  x nella  propofla  equazione,  la  y fi  trova  imma- 
ginaria , dunqne  la  curva  non  à ordinata  , che  a tale 
affida  corrifponda  , e però  molto  meno  averà  maffium 
o minima.  La  fuppofizione  di  dy  — oo  , cioè  di  dx  — o 
ci  dà  y — o , vale  a dire  , che  la  tangente  farà  perpen- 
dicolare all’alTe  dell’ affilile  x nel  punto,  in  cui  è y — o , 
il  quale  corrifponde  alle  due  affiffie  x = o , ed  x = a , 
poiché  follituito  in  luogo  di  y il  zero  nella  propolla— 
equazione  , farà  xx  — ax  — o , e però  x — o , ed 
x — a . 


ESEM- 


Digitized  by  Google 


ISTITUZIONI 


53* 


ESEMPIO  III. 

77 . Sia  la  curva  dell’equazione  2 axy=a'  *-axx — ■ 
bxx  , in  cui  le  x fono  le  affitte  , y le  ordinate  . Diffe- 
renziando farà  2 axdy  +-  2 aydx  — taxdx  — 2 bxdx  , e però 
dy  — ax  — bx  — ay  . La  fuppofizione  di  dy  — o ci  dà 

dx  ax 

x — ay  , e foftituito  quello  valore  nell’  equazione  prò- 

a — b 

polla,  farà  iaayy—a'  -*~a'yy  — aabyy , cioè^y^a  Xa  — b, 

a — b 1 

a — b 

ed  y — +;  1 / aa — ab  , maffima  , o minima  ordinata  . E 
poiché  abbiamo  x — ay  , fatta  la  foftituzione  del  vaio- 

a — b 

re  della  y » farà  .v  = ± a V a , affitta  , a cui  corrifpon- 

de  la  ritrovata  maffima , o minima  ordinata  . La  fuppo- 
fizione  di  dy  — 00  , o fia  di  dx  — o ci  dà  ax  — o,  cioè 
x — o , e fatta  la  follituzione  nella  propofta  equazione, 
farà  a'  — o , ma  implica  , che  una  quantità  data  finita 
Pia  zero  , adunque  la  curva  non  averà  altri  mattimi  , o 
minimi  dai  ritrovati  nella  prima  fuppofizione  , i quali 
per  l’ambiguità  de’  fegni  fono  due  , ed  eguali;  uno  po- 
fitivo  , che  corrifponde  alla  affitta  pofitiva  , l’altro  nega- 
tivo , che  corrifponde  alla  affiffa  negativa  . 

78. 
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78.  Ci  dà  il  metodo  confufamente  i maffimi , e 
minimi  , nè  in  forza  di  effo  fi  poflono  dillinguero 
gl’ uni  dagl’ altri , fi  riconofcono  però  quando  fia  noto 
l’andamento  della  curva;  ma  fenza  tale  notizia  fi  può 
procedere  cosi.  Si  affegni  all’ affilia  nell’ equazione  data 
un  valore  per  poco  maggiore  , o minore  di  quello  , 
che  corrifponde  alla  malli  ma  , o minima  ordinata  , di 
cui  fi  tratta  , ed  il  valore  dell’ordinata  , che  indi  nafce, 
fcioglierà  il  quelito  ; poiché  fe  farà  maggiore  di  quello 
fomminilìratoci  dal  metodo  , la  quefiione  farà  de’  mini- 
mi ; ed  all’oppolìo  effiendo  , farà  de’  maffimi  . La  cur- 
va adunque  di  quell’ efempio  avrà  due  minimi . 

ESEMPIO  IV. 

7p.  Sia  la  curva  MA  DE  A N ( Fig.  53.)  dell’ 
equazione  x * +-y,—axy , AB~xt  BE—y.  Differenzian- 
do fi  averà  dv  = ay  — %xx , e però  facendo  la  fuppofi- 

d.v  lyy  — ax 

zione  di  dy  — o , farà  y zz  3 , e fatta  la  foftituzione  di 

a 

quello  valore  nella  data  equazione  , fi  trova  x — a 

j 

quindi  poiché  y — 3 xx  , farà  y — a 1/ 4 = BE  la  maffi- 

a T 

ma  ordinata  nella  curva  , la  quale  corrifponde  all’  affif- 
Tor».  II.  O fa 
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fa  x — a V* 2 = AB  . La  fuppofizionc  di  dx  — o ci 

T 

darà  x - ?yy  , c fatta  la  foflituzione  nell* equazione  data, 

a 

farà  y — a ^ i , quindi  x = <i  ^ la  maffima  AC  , 

3 3 

cui  corrifponde  y — CD  — a ì , che  è tangente  nel 

T 

punto  D . 

8o.  Ma  prima  di  pattare  più  avanti  con  gl’efem- 
pj  , è neceffirio  prevenire  un  cafo  , che  fuole  alcuna-, 
volta  fuccedere  , ed  è che  tanto  la  fuppofizione  di 
dy  — o , quanto  quella  di  dy  — oo  ci  fornifca  un  medefi- 
mo  valore  dell'ordinata  , o dell’  affitta  , ed  in  tale  calo 
non  fi  determina  alcun  mattano  o minimo  , ma  bensì 
un  punto  di  interfecazione , o d’incontro  di  due  rami 
della  curva  . E la  ragione  è evidente  , imperciocché 
effendo  dy  eguale  ad  una  frazione  , fe  dal  numeratore 

dx 

fi  ricava  lo  fletto  valore  della  x , per  efempio  , che  fi 
ricava  dal  denominatore  , quello  valore  , o radice  fofli- 
tuita  renderà  nullo  l’uno  e l’altro  , e però  in  quel  tal 
punto  di  curva  farà  dv  — o , ma  fi  c veduto  di  fopra  al 

lix  o 

num.  6$. , che  dy=_o  indica  fempre  incontro  di  due_» 

dx  o 

rami  di  curva , adunque  cc. 

ESEM- 
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ESEMPIO  V. 

' 8i«  Sia  la  curva  GFM  ( Fig . 51.)  la  Parabola  cu- 

bica dell’equazione  y — a-l/a'  — ìaax +- axx  , B E — 

EF—a , BC—x , CG—y.  Differenziando  farà  dv  — 

17 

ìax — lag . La  fuppofizione  di  dy  — o ci 

2 

3 X « ’ — 2 aax  +-  axx  J 

dà  x = a ; la  fuppofizione  di  dy  — 00  ci  dà  parimenti 
x — a , adnnque  la  curva  àun  punto  d’incontro  F,  che 
corrifponde  all’affifTa  x—a,  ed  alla  minima  ordinata-. 
y — a , che  fi  cava  dalla  propofia  equazione  , fofiituito 
in  luogo  di  x il  fuo  valore  . 

Sia  la  Ileffa  equazione , ma  libera  da’  radicali , cioè 
y ' — 2ayy-t-$aay — a1  — a'  — 2.7 ax+axx  ; differenzian- 
do farà  dy  — ìax  — 2 aj  . La  fuppofizione  di  dy  — o 
dx  3 yy  — **ay  4-3  aa 

ci  dà  x — a y e pollo  queflo  valore  nella  propofia_. 
equazione,  fi  ricavaci: a.  La  fuppofizione  di  dy  — 00 
ci  dà  pure  y — a , adunque  x — a , ed  y~a  ci  danno  il 
punto  F,  che  è un  punto  d’incontro,  o contatto  de’ 
due  rami  GF,  FAf,  e nello  Hello  tempo  la  minima^. 

I l 

Mafeopereremofopral’equazione^—  a— a J X<*  — 

O 2 che 


I 
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t % 

che  efprime  il  folo  ramo  GF  (y — a— a * X*  — a 1 

I 

efprimerebbe  l’altro  ramo  FM)  averemo  dy  — — ìa  » * 

<ix  l 


3 Xa  — x * 

La  fuppofizione  di  dy  — o nulla  ci  fa  fapere  ; la  fuppo- 
fizione di  dy  — oo  ci  dà  x—a  , e però  y—a , ed  il  pun- 
to F in  quello  cafo  ci  fornifce  un  malfimo  riipetto  alla 
x , ed  un  minimo  rifpetto  alla  y . 

82.  Dilli , che  la  fuppofizione  di  dy=o,  che  ci 

I * ' 

dà  2.j  ? =0  nulla  ci  fa  fapere  , intendendo  rifpetto  ai 
maflìmi  finiti , perchè  comprendendo  anco  gl’infiniti , 

• I 

ella  ce  ne  fomminiflra  due  . Se  ! r o , farà  dunque 
aro,  e fofiituito  quello  valore  nella  propolla  equazio- 


ne , farà  ella  y — t/xx,  cioè  x — ±i  ./ y 1 , e però  *•  , 

O ' ’ O 

ed  y infinite . Due  fono  i inalTimi  , fervendo  uno  al  ra- 
mo FG,  l’altro  al  ramo  FM,  poiché  polla  a — 0,  l’e- 
quazione ambedue  gli  efprime  . 

Nafcerà  generalmente  quello  cafo  ogni  qual  volta 
la  fuppofizione  di  dy  — 0,0  di  dy  — 00  ci  dia  un’efpref- 
fìone  finita  collante  , 0 un  divifore  collante  eguale  al 
zero  , il  qual  valore  fofiituito  nell’equazione  propolla_. 
non  porti  o immaginario  , 0 comradizione  ; e la  ragio- 
ne 
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ne  fi  è , che  una  quantità  finita  non  può  edere  prefa_. 
per  zero  , fc  non  rilpato  a quantità  infinita. 

ESEMPIO  VI. 

83.  Sia  la  curva  ( Fig.  54.  ) dell’  equazione.. 
a.*'  — hix 1 4 -aaxx  —y*tAB  = ai  AC,oAP  = x;CM, 
o P M—y  ; differenziando  farà  Ay  — ^x' — 6axx+-  zaax  . 

dx  qy  1 

La  fuppofizione  di  dy  — o ci  dà  tre  valori  di  x , cioè 
x — o , x — a , il  valore  x — o foffituito  nella 

propofia  equazione  rende  y~ot  il  valore  x~a  rende 
y — o , il  valore  x — - a rende  y — +;  a . La  fuppofi- 

zione  di  dy  — 00  ci  dà  y — o , adunque  la  y à il  me- 
de!! mo  valore  nell’ una,  e nell’altra  fuppofizione  , quan- 
do fìa  x — o , ed  x — a , quindi  i punti  A , B faran- 
no punti  d’incontro  de’ rami  deila  curva,  ed  .v  = •;  a — AC 
darà  la  maflìma  ordinata  y — ±.  a — C M , o Cm  . Il 
luogo  del  l'opra  pollo  efempio  può  chiamarli  luogo  dop- 
pio , il  quale  nafee  dall’ edere  alzata  al  quadrato  l’una, 
o l’altra  delle  due  femplici  formole  ax  — xx  — yy  , al 
circolo  , o pure  xx  — ax  — yv  , all’  iperbola  . Quindi 
non  farebbe  ballato  il  ridurre  l’equaz:one  al  fe triplice., 
circolo  , o alla  femplice  iperbola  , ma  era  neceffario 
aver  mira  alla  comphcazione  delle'  dette  curve  fra  loro . 

ESE.M- 
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ESEMPIO  VII. 

84.  Sia  la  curva  della  Fig.  J5- » la  d‘  cui  equazio- 
ne yy  — aax — mxx  +-  x’t  AP  — x,  P M—y  , AD  — la. 

24  — X 

Differenziando  farà  dyzza • — •473*4- 43*# — x'  , cioè 

dx  " . — 1 » 

^ X 23  — * 

= 3’  — 4.33*4.43**  — *>.  Prima  di  andare  più  avan- 

"ZZ  v 

a — x^xX2^~x  1 

ti  offervo  , che  tanto  il  numeratore  della  fraziono  , 
quanto  il  denominatore  è divifibile  per  a — x ; adun- 
que , e nella  fuppofizione  di  dy  = o , e in  quella  di 
dy  — 00  fi  averà  a — x — o , cioè  x — a , che  folìituito 
ci  dà  y zz  o , e però  la  curva  avrà  un  nodo  nell’  affo 
al  punto  B,  fatta  AB  zza  . Fatta  per  tanto  la  divifio- 
ne  , farà  dy  zi  aa  — $ax+xx  . La  fuppofizione  di 

dx  - . 

za  — x zax  — xx 

dyzzo  ci  dà  x zz  33  ±:  a 1^5  ; il  valore  * = 33+-  a 1/5 

2 2 
non  ferve  , perchè  foflituito  nell’equazione  propoffa-. 
rende  immaginaria  la  ordinata  , la  quale  è generalmen- 
te immaginaria  , qualora  fi  affuma  x maggiore  di  23  , 
come  maoifellamente  lì  vede  . Softituito  perciò  l’altro 

valore 


• Digitized  by 


ANALITICHE  LIB.  II.  539 

valore  # = 3 a — a 1^5  , ci  da  y = +:  a . / 7 a — 33^5  . 

a ' a +•  a \f  5 

Fatta  adunque  AP  — ^a  — av  5 , faranno  P A* , P Af  le 

» 

nuflìme  ordinate,  pofitiva  l'una , e negativa  l'altra-., 
ed  = i:  a /7 a — 3 a v 5 . 

La  fuppofizione  di  dy  = 00  ci  dà  a:  = o , ed  *112,2; 
foftituiti  quelli  valori  nell’equazione  propoflà.,  fi  averà 
^ = o,ed^  = oo;  vale  a dire  , che  prefa  x~  o y cioè 
nel  punto  A , la  tangente  farà  parallela  alle  ordinato 
PM,  e prefa  x — ia  — AD  y la  ordinata  farà  infinita, 
cioè  afintoto  della  curva  rifpetto  ai  rami  BH  , BI . 

ESEMPIO  Vili. 

85.  Sia  la  Concoide  dell’equazione  yy  — 
aaxx  — x 4 4-  2 aabx  — 2 bx 5 — bbxx  a abb . Differenziando 

XX 

farà  dy  = • — x 4 — bx' — aabx  — aabb 

d“  2r  a:*  Kjav*  — *♦  -h  zaabx—ibx  * +-  aaM 

Nel  primo  Libro  al  num.  239.  fono  flati  da  me  con- 
fiderà» tre  cafi  di  quella  curva  ; il  primo  quando  fia- 
a — b\  il  fecondo  quando  fia  b minore  di  a ; ed  il  terzo 
quando  b fia  maggiore  di  a . 

Rifpetto  al  primo  cafo:  la  curva  farà  quella  della— 

Fig. 
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Fig.  5<J.  , e l’equazione  yy  — a*+-  la'  x — ìjat * — x*  , 

XX 

prefa  GA—GP  — a,  GE-xf  EM=.y\  e differenziando, 
dy-  — x 4 — ax'  — a'x  — a ♦ , La  fuppofizione 

dx  " — * ’ 

± ^ <*♦+.  2fl'  X iax* X * 

di  dy  — o ci  dà  il  numeratore  eguale  al  zero  , cioè 

x -b  aX  x'  4-  a’  = c;  e però  * = — a , il  qual  valore  , fo- 
flituito  nell'equazione  della  curva,  ci  dà  yzz o.  La  fup- 
pofizione  di  dy  — oo  ci  dà  il  denominatore  eguale  al  ze- 
ro , cioè  xx  j/*  -h  a Xa&  — xx  — o , e però  * :=  o , 
x — — a,  ed  x—a\  ma  il  valore  x — — a 11  è trovato 
anche  nella  fuppofizione  di  dy  = o , adunque  quando  Ha 
x—-^a,  cioè  prefa  GP  — a,  la  curva  averà  nel  punto  P 
un’  incontro  di  due  rami . 

II  valore  x — a foflituito  nell’equazione  ci  dà  y — o , 
adunque  la  medefima  x farà  — a — G A t a cui  corrilpon- 
de  y—o,  Il  valore  x = o foflituito  ci  dà  y — oo  ; adun- 
que per  lo  punto  G , in  cui  x — o , condotta  una  paral- 
lela alle  ordinate,  toccherà  la  curva  in  infinita  diflanza, 
vale  a dire,  farà  un’alìntoto, 

Rifpetto  agli  altri  due  cafi:  (Fig.  57.  58.  ) fia  GA  — 
GK~a,  G P—b  , ed  il  refio  come  fopra  . La  fuppofi- 
zione  di  dy  — o ci  darà  — x *• — bx' — aàbx  — aabb  — o , 

cioè  x+-bX — * 1 — aab  — 0 , e pelò  x=z  — b,  x — ^'—aab. 

La 
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La  fuppofizionc  di  ày  — oo  ci  darà 
xx  l/aaxx  — x * ■*-  2aabx  — ìbx 1 — bbxx  +■  aabb—  o , cioè 

xx  }/ x+-  b \a.i  — xx  — o , e però  a;  — o , x — — b , 
x — a , x — — a . 

Il  valore  x — — b , che  nel  fecondo  cafo  follituito 
nell'equazione  rende  y — o,  ci  viene  fomminiftrato  da— 
ambedue  le  fuppofizioni , adunque  (F/g.  57.)  prefa  GP 
dalla  parte  de’  negativi , ed  = — b , il  punto  P fari  un’ 
incontro  , o fu  una  intcrfecazione  di  due  rami  di  curva. 
Lo  flclfo  valore  x — — b , follituito  nell’  equazione  della— 

curva  iz.y  — b 4-  x V aa — xx  , ci  dà  nel  terzo  cafo  ne- 
* 

gativo  il  radicale  , per  edere  b maggiore  di  a , e però 
immaginaria  la  curva  , quindi  a nulla  ferve . 

Il  valore  x — f^—aab,  follituito  nell'equazione  della 
curva,  ci  dà  y zz  +;  ./  aa — bbS abb  +-  — aab+-  ^abb  , 

• yàbb 

cioè  immaginaria  pure  , quando  fia  b maggiore  di  a 
( F/g . 58.  ),  e però  finalmente  a nulla  ferve  in  quello  ter- 
zo cafo  ; ma  ci  dà  y reale  quando  Ila  b minore  di  a , 

e però  {Fig.  57-) j 01— — aab  , farà  IN  la  maf- 

fima  ordinatagli:  ^ aa — bb^abb  4-  ^ab^—  aab+  3 abb . 

ì abb 

Tom.  IL  P U 
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II  valore  x — o ci  dà  ^ = oo  , cioè  afintoto  ; Il  valore 
.v  = +r  a ci  dà  y = o , cioè  la  tangente  ne’  punti  A , K 
parallela  all’ ordinate  . 

ESEMPIO  IX. 

• • * * ‘ • . . » 

8tf.  Sia  la  mezza  Cicloide  abbreviata  A MF(F*£.yp.), 
chiamata  AB  — tay  JìF  — b,  AP  = P M~z , la  fe  mi- 

periferia  ANB  — c,  l’arco  AN—q\  farà  P N ~ Vzax — xxy 

N M — z — viax  — xx  y e per  la  proprietà  della  curva  , 
è ANB,  BF’.i  AN,  N M\  cioè  c , b ::  qt  NM  =.  bq\ 

e 

dunque  bq  — z — i^zax  — xx  . Differenziando  , bdq  — 

* . c 

dz  — adx  +■  xdx  ; ma  condotta  mp  infinitamente  profll- 

V iax  — xx 

finta  ad  MP , farà  Nn  — dq  — adx  , quindi  fatta  la-, 

iax  — xx 

fofiiruzione  nell’equazione  , averemo  dz  — àb-^-ac — ex. 

dx 

cr  iax—  xx 

La  fuppofizione  di  dz  — o ci  dà  x — ab  +-  a . Se  adun- 

e 

que  H fia  il  centro  del  circolo,  prefa  H E eguale  alla 
quarta  proporzionale  della  femiperiferìa  ANBt  della-, 
retta  B F , e del  raggio  , la  corrifpondente  ordinata  farà 
la  maffiraa  , che  fi  cerca  . • • 

La 
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La  fuppofizione  di  dz  — 00  ci  dà  x zzo  , cd  xzzia, 
vale  a dire  , che  ne*  punti  A , F la  tangente  farà  paral- 
lela alle  ordinate  . 

è 

. . PROBLEMA  I. 

87.  Dato  il  rettangolo  ADG  B,  (Fig.  60.)  fi  dimanda 
la  minima  retta  Q.H,  che  fi  poffa  condurre  per  lo  punto  C 
ftelP  angolo  Q A H . 


Sia  A B — a,  BC—b,  BH~x,  farà  CH~ybb+-xx, 
e per  i jriangoli  Amili  HBC t HAQ  , averaflì  HB , 

HC  li  HA , HQ  ; cioè  x , k'  bb  +-  xx  : : x +■  a , HQ  zz 
x + a \s  bb  + xx  . Supporta  per  tanto  la  HQ  —y  , come 

X 

fe  forte  l’ordinata  di  una  curva  , onde  fi  abbia  y = 
x +.  a vbb  +- xx  , e differenziando,  farà  dy  z z x 

X dx 


■abb  l 


XX 


V bb- 


La  fuppofizione  di  dyzzo  ci  darà  x — ^ abb  t e però 

fatta  BH=  y abb  , e condotta  H C Q , farà  erta  la  mi- 
nima » che  fi  cerca  . La  fuppofizione  di  dy  = co  ci  da- 
rà x — V — bb  immaginaria,  ed  # = o,  che  a nulla_ 
ferve,  quando  non  s’intenda,  che  la  retta  condotta-, 
per  lo  punto  C,  che  in  quello  cafo  farebbe  BC  infini- 

P 2 


tamen- 
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tamente  prodotta  , fia  un  maflìmo , appunto  per  effer 

infinita  . 

In  quelle  tali  quedioni  adunque  baderà  differen- 
ziare quell’ efpreffione  , che  fi  vuole  edere  un  maffimo, 
o minimo  , ed  indi  fupporre  eguale  al  zero  il  numera- 
tore , poi  il  denominatore  . 

PROBLEMA  IL 

88.  Div'tfa  la  retta  AB  ( Fig.  6\.  ) in  tre  parti 
date  AC,  CF,  FB,_/7  dimanda  il  punto  E , in  cui  de- 
ve'fi  tagliare  la  porzione  di  mezzo  CF  per  modo  , che  il 
rettangolo  A E X E B abbia  al  rettangolo  CE  X EF  leu. 
minima  ragione  pojjtbile  . 

Si  chiami  AC  — a , CF  — b , CB  — c , e CE=x, 
farà  A E — a 4-  x , EB  — c — x y EF  — b — x , e però 
farà  il  rapporto  A E X E 8 = ac  4-  ex  — ax  — xx  , che 
CE  X EF  b^JHe 

deve  edere  un  minimo  . Il  differenziale  adunque  fari 
cxxdx  — bxxdx  — axxdx+-iacxdx — abedx  , e poflo  il 

— _ Z 

bx  — xx 

numeratore  eguale  al  zero  , averemo 
x — — ac  ir  abcc  — abbe  — aabe  +■  aacc  . Un  valore  pofl- 

c — b — a 

tivo , che  ci  dà  il  punto  ricercato  E da  C verfo  B , 

l’altro 
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l’altro  negativo  , che  ci  darebbe  il  punto  E da  Cverfo 
A . Porto  il  denominatore  eguale  al  zero  , averemo 
x = o , ed  x — b , ne'  quali  due  cafi  il  rapporto  de’ 
rettangoli  farà  il  maliimo  , perchè  prefa  x — o , il  pun- 
to E cade  in  C;  e prefa  x — b , il  punto  E cade  in^ 
F , e però  sì  nell'  uno , come  nell*  altro  calo  il  rettan- 
golo CE  XEF  è zero  . 

PROBLEMA  III. 

8p.  La  data  retta  AB  fi  debba  tagliare  talmente 

_ X 

nel  punto  C , che  il  prodotto  A G X C B Jìa  il  majjìmo  di 
tutti  i prodotti  ftmili  . 

Chiamata  AB  — a,  AC—x , farà  CB  — a — x , 
* 

e però  ACX  CB  — axx  — x'  . Il  differenziale  farà 
laxdx  — 3 xxdx  , il  quale  paragonato  al  zero  , darà 
x — ìa  , ed  x = o . Prtfa  per  tanto  AC—x  — ra  , il 

T s 

* 

prodotto  AC  X CB  farà  il  mafTimo  ; e prefa  a;  = o , il 
prodotto  farà  in  un  certo  modo  il  minimo  , perchè  fa- 
rà zero , cadendo  il  punto  C in  A . Non  cfTendo  Ia_ 
d.fferenziale  una  frazione  , non  à luogo  l’altra  fo!ita_ 
fuppofizione  del  denominatore  eguale  a zero  , ma  -fe_» 
fi  voglia  confiderare  l’efprcflione  del  prodotto  axx  — 


come 
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come  un’ordinata  di  curva  , converrà  perla  legge  degl’ 
omogenei  dividere  cito  prodotto  per  un  piano  collante, 
e cosi  il  differenziale  farà  una  frazione  del  denominato- 
re collante  ; ma  effa  collante  non  può  mai  effer  zero , 
fe  non  relativamente  alla  x affunta infinita,  e certamente, 
che  allora  il  prodotto  farà  un  malfirao , quando  fisu. 
AC-  x = <jq  , 

_ 1 

’O  detto,  che  il  prodotto  ACXCB  è un  mafli- 
rao,  quando  fia  AC—  2j,  il  che  chiaramente  fi  vede 

! 

dal  deferivere  la  curva  dell’equazione  axx  — x'zzyl 

aa 

poiché  tutte  le  ordinate  tra  A , e B fono  ininori  di 
quella  , che  corrifponde  all’afliffa  x — la  . Sollituito 

i 

nell’equazione  l’altro  valore  * = o , farà  y — o,  dal 
che  fi  conchiude  , che  effo  valore  a nulla  ferve  . 

po.  Nel  Problema  antecedente  , ed  in  tutti  quelli 
di  iimil  natura  fi  può  fare  ufo  di  quello  metodo  per 
conofccre  , fe  le  qucllioni  fono  de’  Malfimi  , o de’ 
Minimi  . 

PROBLEMA  IV. 

p i . Fra  tutti  i parallelepipedi  eguali  ad'  un  dato  cu- 
lo , e de’  quali  fia  dato  m lato , Ji  dimanda  quello  , cbt 
abbia  la  minor  fuperficic  . 

Il 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  L1B.  IL  517 

II  dato  cubo  fia  a 1 , ed  il  lato  cognito  del  par  J- 
lelepipedo  fia  r :b9  uno  de’  Iati , che  il  corcano  , ila»,. 
= *;  il  terzo  farà  z:  a'  , poiché  il  prodotto  de'  tre  , 
Tx 

forma  il  parallelepipedo  eguale  al  dato  cubo  a' . I pro- 
dotti dei  lati  prefi  a due  a due  » cioè  bx  , a'  , a' 

x ir 

formano  i tre  piani , che  fono  la  fnetà  della  fuperficie 
del  parallelepipedo , e però  la  fomma  di  quelli , cioè 
Ix  +-  a * +■  a 1 deve  edere  il  minimo  , che  fi  cerca  . Dif- 
T ~b~ 

ferenzianefo  adunque,  avremo  bd x — a' ix  , o fia_ 

XX 

bxxdx  — a'dx  . La  fuppollzionc  del  numeratore  eguale 

XX 

al  zero  ci  dà  * zz  t/a*  ; faranno  adunque  i tre  lati  del 

' T 

parallelepipedo,  che  fi  cerca,  b , Wa'  , ed  a'  , 

* b 

r b 

cioè  , e però  eguali  faranno  i due  Iati , che  fi 

cercano  . La  fuppolìzione  del  denominatore  eguale  al 
zero  a nulla  ferve  , perchè  ci  dà  x — o , il  che  dillrug- 
ge  il  problema . 

Se  fi  voldTe  il  parallelepipedo  con  le  alTegnate 

con- 


Digitized  by  Google 


54*  INSTITUZIONI 

condizioni  , ma  fenza  afflimene  lato  alcuno  per  dato  , 

chiamatone  uno  = x , fono  gl* altri  due  eguali  tra  loro, 

ed  = | / a'  , e la  fomma  de’  tre  piani , che  deve  effe- 

' X 


re  un  minimo 


farà 


IX 


+-  a 1 

X 


e differenziando. 


a'  dx  , o fia  a'xdx  — a ' dx 


e fatto 


xx 


il  numeratore  eguale  al  zero,  fi  averà  x — at  e gl’ al- 
tri due  Iati  parimenti  = a , ed  il  cubo  fteffò  farà  il  pa- 
rallelepipedo , che  fi  cerca  . 


PROBLEMA  V. 

5>2.  Fra  gl’ infiniti  coni  infcritti  in  una  sfera  , de- 
terminare quello  , la  di  cui  fuperficie  convejfa  , cioè  noti _ 
comprefa  la  bafe  , fia  la  mafiìma  . 

Nel  femicircolo  ABD  ( Fig.  6i.  ) fieno  i triangoli 
ABC , AEH  , e fi  giri  il  femicircolo  attorno  al  diame- 
tro A D ; nel  mentre  , che  egli  deferive  la  sfera , i 
triangoli  deferiveranno  tanti  coni  , ma  poiché  da  Archi- 
mede  lì  dimoflra  , che  le  fuperficie  de’  coni  infcritti 
fono  tra  loro  , come  i prodotti  A EX  EH , AB  X BC, 

la 
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la  qucflionc  fi  riduce  a determinare  nel  diametro  AD 
il  punto  C tale  , che  il  prodotto  ABX  BC  fia  il  maf- 
fimo  . 

? Chiamo  adunque  tAC—Xi  AD  — a ; farà,  per 
la  proprietà  del  circolo,  CB~\^ax — xx  , ABtzi/ax, 

ed  AB  X BC  ax  1/ ax  — xx  — \s aaxx  — ax 1 . Diffe- 
renziando adunque  , averemo  2 aaxdx  — 3 axxdx  , e_. 

2 V'  aaxx  — ax 1 

fatto  ir  numeratore  = o , farà  x = la  , ed  x — o ; fatto 

il  denominatore  :z  o , farà  x — a , ed  x — o . Pre- 
fa adunque  AC  — ^ A D , la  fuperficie  del  cono  deferit- 

to  dal  triangolo  ABC  farà  la  mafllma , che  fi  cerca-.. 
Gl*  altri  due  valori  x — o , ed  x — a non  fervono  , co- 
me è chiaro  . 

PROBLEMA  VI. 

yj.  Dato  l'angolo  FDG  , ( Fig.  ) e dato  di  po~ 
fittone  il  punto  A , ritrovare  la  minima  retta  , che  nel 
dato  angolo  pajfi  per  lo  punto  A . 

Sia  CB  quella  , che  fi  cerca,  e fi  tiri  AQ  norma- 
le ad  FD  , F A P normale  a DG  , e CK  normale  ad 

Tom.  IL  Q FP  . 
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FP  . Poiché  è dato  l’angolo  FDG  , e l’angolo  FPD 
c retto,  farà  noto  l’angolo  AFQ , ma  è in  oltre  dato 
di  pofizione  il  punto  A , dunque  faranno  note  le  QA , 
QF,  FA,  QD.  Sia  per  tanto  QF  — a , QA  = c , 

QD  — b , e la  QC  — x , farà  n K aa  +-  re  , 

C A — V cc  +-  xx , F D — b +■  a , F C — a — x . Ma  per  i 
triangoli  limili  FAQ  , F D P , è F A , FQ  ::  FD,  FP ; 
adunque  FP—  aa+-ab  , e però  AP—  ab  — re  ; e_» 

v aa  +•  cc  V aa  +-  cc 

per  i triangoli  fintili  FCK  , FAQ  , è AF , FQ  ::  FC , 
FK  , adunque  FK  — aa  — ax  , onde  A K m cc  +■  ax  ; 

v aa  -t - cc  V aa+-  cc 

e finalmente  per  i triangoli  firmili  ACK  , ABP,  farà 

A K,  CA  : : A P , AB;  adunque  AB  — ab  — cc ^ cc -h  xx, 

cc  4-  ax 

e però  CB  — 1/  cc  +-  xx  +-  ab  — cc  v cc  +-  xx  , che  deve 

cc  4-  ax 

effitr  la  minima  . Differenziando  farà 
xdx  +-  xdx  X ab — cc  X cc*-  ax — adx  X ab — cc  X rc+-  xx, 

V CC+~  XX  2 > 

cc  +•  ax  X cc  +-  xx  1 

e poflo  il  numeratore  = o , ( riducendo  prima  al  cornuti 
denominatore  ) farà  *• 1 +-  zccxx  +■  beex  +-  c*  — bcc  — o , 

a a a 

equazione  folida . 

Per 
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Per  coflruirla  prendo  l’equazione  alla  parabola-. 
xx  — ay\  fatta  la  follituzione  , farà 
xy  +-  tccy  +•  bccx  +-  c* — bcc  — o , luogo  all’iperbola  fra— 


gl'afintoti . 

Ciò  pollo,  fulla  retta  QD  fi  prenda  QM=  ice , e 

a 

condotta  dal  punto  M parallella  ad  AQ  la  retta- 
MN  = bcc  , fi  tiri  NS  parallella  a QD  , e fra  gl’afin- 

ai x 


toti  NS,  NT  fi  deferiva  I’iperbola  HOT  del  rettango- 
lo collante  —i bc*  + aabcc — ac*  , e fieno  fulla  retta- 

di  * 

QF  le  x prefe  dal  punto  Q ; e ad  effe  normali  le  y . 
Indi  all’aire  AQ  , vertice  Q , parametro  — a fi  deferi- 
va la  parabola  QO  dell’equazione  xx  — ay  ; dal  punto 
0,  in  cui  la  parabola  taglia  l’ipcrbola,  condotta  OC 
parallela  ad  AQ,  e dal  punto  C condotta  per  lo  punto 
A la  retta  CAB  , farà  ella  la  minima  , che  fi  cerca. 

Ed  in  fatti,  per  la  coflruzione , è NS=  x+-2cc, 

a 

SO  zzy+-bcc  , e per  la  proprietà  dell’ iperboli , deve 

aa 

edere  NSXSO  = al  rettangolo  collante  , dunque— 
xy  +-  2-ccy  -4-  bccx  -t-  ibc*  — 2 bc*  +-  aabec  — ac 4 , ma— 
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CO  — y — xx  , per  la  proprietà  della  parabola  , dun- 

que  folliamo  in  luogo  di  y queflo  valore  , avercmo 
x * +-  ìccxx  4-  bccx  — bcc  — c * , cioè 

a aa  ai  a aa 

a*  ' +-  2 ccxx  -t-  bccx  +.  c 4 — bcc  — o , che  è l’ equazione-»  * 

• a a 

da  cui  fi  doveva  ricavare  il  valore  della  x , adun- 
que ec. 

’O  fatta  la  fuppofizione  , che  fia  zero  il  numera- 
tore della  frazione , che  efprime  il  minimo  . 

L’altra  fuppofizione,  che  fia  zero  il  denominato- 

re  , darà  cc +•  ax  1/  cc  4-  xx  — o , cioè  v cc  +-xx  — o, 

cc  4-  ax  — o ; ma  V cc  +-  xx  — o ci  dà  x — — cc  im- 

maginaria , e però  non  ferve  ; cc  4-  ax  — o ci  dà 
x — — cc  t ma  prefa  Qc  = *■  = — cc,  e condotta  Ac, 

a a 

farà  il  triangolo  QAc  limile  al  triangolo  QFA  , o fu 
PFD  , e però  l’angolo  QcA  eguale  all’angolo  FDP ; 
quindi  cA  farà  parallela  alla  DP  , vale  a dire  Ia_. 
condotta  dal  punto  c , e per  lo  punto  A nel  dato 
angolo  FD  G farà  infinita , che  in  certo  modo  è un_. 
maffimo . 

Più  brevemente  ancora  fi  può  vedere  , che  in_ 
quello  calo  la  retta,  che  fi  cerca , farà  infinita  ; poiché 

nell* 
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nell’  efprefllone  |/ cc  +-  xx  -t-  ai — cei/ce  -h  CB  , 

* CC+-J* 

fortuito  in  luogo  di  x il  valore  — cc , il  denominato- 

a 

re  diviene  zero  , e però  la  linea  infinita . 


CAPO 
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CAPO  IV. 

De'  Flejjt  contrari  , e de’  RegreJJt .. 

P4-  Cofa  fieno  i Fleflì  contrarj,  ed  i Regredì, 
c flato  abbaflanza  detto  nel  Lib.  I.  Cap.  VI. , pofle  le 
quali  notizie  : Sia  la  curva  A DEM  ( Fig.  64.  ) con  le 
coordinate  parallele  , la  quale  abbia  in  E un  dello  con- 
trario, o regredb  ; prefa  una  qualunque  aflìda  AB  — xt 
l’ordinata  BDzzy,  e condotta  GF  parallela,  ed  infini- 
tamente proflìma  a BD,  egli  è manifeflo  , che  alluma 
dx  —BC  collante  , crcfcendo  Tempre  più  la  a(Ii(Ia_. 
AB  — x,  la  differenza  GF  dell’ordinata  BD , cioè  la^. 
dy  fi  farà  Tempre  minore  fin’ a tanto,  che  l’ordinata  fia  la 
HE  , che  corriTponde  al  punto  del  dello  contrario  , 0 del 
regreffo  , dopo  del  qual  punto  nell'  uno  , e nell’altro  cafo 
la  dy  anderà  Tempre  facendoli  maggiore  . Adunque  nel 
punto  del  dello  contrario,  e del  regreffo  la  dy  farà  un  mi- 
nimo; onde,  per  lo  metodo  de’ maflìmi, e minimi, ddy~oy 
o pure  ddy—  00  farà  la  formola  de’  delfi  contrarj , e de* 
regredì . 

Se  la  curva  farà  ( Fig.  65.  ) prima  conveffa , e poi 
concava  all’  ade  AH:  crefccndo  parimente  la  affida^.  , 
crefee  la  differenza  dell’  ordinata  fino  al  punto  E del 

de  do 
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Aedo  contrario  , o regreflò  , dopo  di  cui  va  calando  ; 
farà  adunque  in  quel  punto  la  dy  un  inanimo  , c però 
iffeflamentc  fi  dovrà  porre  ddy  = 0,0  pure  ddy  — co  . 

Lo  lidio  s’mferifca  ancora  dal  confiderare  , che_. 
nelle  curve  prima  concave  all’  afte-  la  differenza  fecon- 
da dell’  ordinata  y , cioè  la  ddy  è negativa  fino  al  pun- 
to E di  regreffo  , 0 di  fleffo  contrario  , di  poi  fi  fa  po- 
fitiva  ; e nelle  curve  prima  convelle  ella  differenza  fe- 
conda è pofitiva  fino  al  punto  E,  di  poi  fi  fa  negativa; 
ma  una  quantità  qualunque  non  può  da  negativa  farli 
pofitiva  , o da  pofitiva  farli  negativa  , fe  non  paffando 
per  lo  zero , o per  l’infinito  , adunque  nel  punto  E di 
regreffo  , o di  fleffo  contrario  deve  elTere  ddy  — 0 , 0 
pure  ddy  — oc  . 

Sia  tangente  della  curva  A E M prima  concava  all’ 
alfe  ( Fig.  tfq.  ) nel  punto  D la  retta  Df,  e nel  punto 
£ la  rctia  LP;  crefcendo  l'afliffa  A B , erdeerà  femprè_» 
l’intercetta  A T fra  la  tangente , e l’origine  delle  a fili  Te 
fino  a tanto  , che  il  punto  B cada  in  fi , dopo  di  die 
nel  calo  del  fleflò  contrario  crefcendo  ancora  l'afliffa-.  , 
calerà  ella  intercetta,  adunque  nel  punto  E di  fleffo  con- 
trario l’intercetta  AP—ydx — x dovrà  effere  un  malli  - 

dy 

ma  , e però  differenziando  , prefa  d x collante-.  , 
dy'-dx — ydxddy  — dy 1 dx  eguale  al  zero  , o all’  infinito, 


Digitized  by  Google  | 


55^  I ISTITUZIONI 

cioè  riducendo  , dividendo  per  — ydx  , e moltiplicando 
per  dy1  , farà  finalmente  ddy  zzo  , o pure  ddy  — oo  . Nel 
cafo  , che  il  punto  E fia  di  regredo  , crcfcendo  l'inter- 
cetta AT,  crefcerà  pure  I’afTifTa^B,  fino  a che  il  pun- 
to T cada  in  P , e l’affida  farà  AH t oltre  il  qual  punto 
T l’adida  anderà  calando  ; farà  adunque  un  maffi- 
mo , e però  la  fua  differenza  eguale  al  zero  , o all*  in- 
finito , adunque  relativamente  a tale  differenza  farà  in- 
finita , o zero  la  differenza  di  A P , e però  ddy  zz  oo, 
o pure  ddy  zz  o , come  prima  . 

Se  la  curva  (Fig.6 J.)  fia  prima  conveda  all’ ade , 
l’ intercetta  A T farà  x — ydx  , e la  differenza-. 

dy 

dxdv1  — dxdy 1 4-  yd.vdly  , o fia  ydxddy , e però  dividen- 
dyl  dy 1 

do  per  ydx , e moltiplicando  per  dylt  fi  avrà  nè  più  , 
nè  meno  ddy  — o,  o pure  ddy  — oo. 

Nella  curva  DEM , ( Fig.  66.  ) edendo  A l’origine 
delle  affilile  x , cd  E il  punto  del  Aedo  contrario  , l’in- 
tercetta AP  farà  rdHf  HP,  ma  in  tale  cafo  la  fot- 
totangente  HP  è negativa,  vale  a dire  — ydx  , adun- 

dy 

que  farà  AP-x — ydx  , onde  fi  vede,  che  in  nedun 

dy 

modo  eiTa  intercetta  AP  potrà  edere  #-i -ydx. 

dy 

PS-  Serve'la  ritrovata  formola  per  le  curve,  che_. 

anno 
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Inno  le  ordinate  parallele,  cioè  che  fono  riferite  ad  un’ 
alle  , o diametro  ; ma  ella  c diverfa  nelle  curve  riferite 
al  fuoco . 

Sia  ( Fig.  67.  68.  ) la  curva  ADE , il  fuoco  Q , da 
cui  partono  le  ordinate  QD , e fia  Qd  infinitamente,, 
prottima  alla  QD  ; condotta  QT  normale  a QD,  e Qt 
normale  a Qd , fi  tiri  DT  tangente  della  curva  nel 
punto  D,  e (ttf)  tangente  nel  punto  d ; la  Qt  prodotta  , 
fe  fa  bifogno,  incontrerà  DT  nel  punto  0 . Ora  è chia- 
ro, che  crel'cendo  le  ordinate  , fe  la  curva  è concava,, 
verfo  il  fuoco  Q,  ( Fig.  67.  ) farà  Qt  maggiore  di  QT  \ 
ma  fe  la  curva  è convelli  verfo  il  fuoco  Q , ( Fig.  68.  ) 
farà  Q t minore  di  QT  ; adunque  nel  pattare  la  curvai 
da  concava  ad  elfer  convetta,  0 vicendevolmente,  cioè 
nel  punto  del  fletto  contrario  , e regretto , la  quantità 
(or)  dovrà  farfi  da  pofitiva  negativa,  o all’  oppotto  , e 
però  dovrà  pattare  per  Io  zero  , o per  l’infinito  . 

Sia  pertanto  QD—y , DM—dx  , e col  centro  Q fi 
deferivano  gli  archi  infinitefimi  DM , TH\  faranno  li- 
mili i due  triangoli  dMD,  dQT,  ficcomc  dQo,  T Ho, 
e però  farà  dM,MD::dQ,  o lìa  D Q,  QT , cioè  dy, 
dx  :: y , QT  — ydx  , ma  fono  limili  pure  i due  fettori 

dy 

DQM , TQ  H ; quindi  Q D , D M : : QT , TH  , cioè 
y,dx  x: ydx,  TH  — dxl , e per  la  fimilitudine  de’  trian- 

dy  dy 

Tom.  II.  R goli 
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goli  dQo  , T'Ho,  farà  dQ  (o  fu  DQ)  , Qo  (ofia-* 

QT)  ::  TH,  Ho  ; cioè  y , r:  dx1 , Ho—  dx'  ; ma 

dy  dy  dy1 

Ut  ( Fig.  67.  ) è la  differenza  di  QT , cioè  Ht  — 
dxdy1  — ydxddy,  (prefa  per  collante  dx  ) adunque 
dy 1 

to-tH^-Ho  - dxdy 1 — ydxddy  +-  dx  ' , che  deve  effere 

dy1 

eguale  al  zero  , o all’infinito,  e però  anche  moltipli- 
cando per  dy1,  c dividendo  per  dx  , farà  dy1 — yddy+- 
dx1  eguale  al  zero  , o all’infinito  . 

Nella  Fig.  68.  la  (or)  viene  ad  effer  negativa,  e però 
— — dxdy 1 +•  ydxddy  — dx ' , onde  dividendo  per  — dx, 
dy 1 

e moltiplicando  per  dy1 , farà  dx'-ì-dy1 — yddy  eguale 
al  zero  , o all’infinito  . 

Se  per  tanto  una  curva  qualunque  riferita  al  fuoco 
Q , ( Fig.  6p.  ) le  di  cui  ordinate  QB  — y , e gli  archet- 
ti BC—dx,  averi  un  fletto  contrario  , o regreffo,  Ia_. 
forinola  gentrale  per  determinarlo  farà  dy1  dx1 — . 
yddy  — o,o  pure  dy'i-dx1  ■ — yddy  — oo  . 

Se  fi  fupponga^r  infinita  , nella  forinola  dx1  +■  dy1  — 
yddy  faranno  nulli  i primi  due  termini  rifpetto  al  ter- 
zo, e però  farà  —yddy  eguale  al  zero  , o all’infinito  , 
e dividendo  per  — y , averemo  ddy  — o , o ddy  — oo  , 

cioè 
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cioè  la  forinola  del  primo  cafo  delle  curve  riferite  al 
diametro,  come  appunto  deve  fucccdere;  perchè,  fup- 
pofla  y infinita , le  ordinate  fono  tra  loro  parallele  . 

96.  Data  la  natura  della  curva,  per  mezzo  di  un’ 
equazione  , e fuppolla  dx  collante  , differenziando  due 
volte  , fe  l’equazione  è algebraica  ; una  loia  , fe  è dif- 
ferenziale del  primo  grado  , a fine  di  avere  il  valoro 
della  ddy  dato  per  dx  , quello  paragonato  al  zero,  indi 
all’infinito  ci  fornirà  i valori  dell’ affi  fi  x , ai  quali  cor- 
rifponde  l’ordinata  y , che  incontra  la  curva  ne’  punti 
di  fleffo  contrario  o regreffo  , fe  però  , polli  tali  valori 
in  luogo  di  x nell’equazione  della  curva  , fi  abbia  Ia_. 
y reale  , che  fe  la  y farà  immaginaria , o involverà 
contradizionc  , la  curva  non  avrà  tali  punti  . 

97.  Per  dillinguere  i fleffi  contrarj  dai  regredì  , 
giacché  il  metodo  ci  dà  confufamente  gl’ uni  , e gl’  al- 
tri , ballerà  vedere  a un  di  predò  l’andamento  della-, 
curva , e quello  ci  darà  il  lume  neceffario  per  determi- 
narli . 

98.  Un*  altra  Torta  di  regreffo  poffono  avere  le_. 
curve  diverfa  da  quella  , che  ora  fi  è conlìderata , 
ed  è quando  la  curva  ritorna  indietro  verfo  la  fua  ori- 
gine rivoltando  la  lua  concavità  a quella  lleffa  parte..  , 
a cui  la  rivolgeva  prima  del  regreffo  . Dopo  aver  trat- 
tato de’ Raggi  Ofculatori,  datò  alla  fine  del  feguente  Ca- 

R i 


po 
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po  la  forinola  generale  anche  per  i regredì  di  quella-. 

feconda  forta  . 


ESEMPIO  I. 

pp.  Sia  ( Fig.  jx.  ) la  parabola  cubica  dell’equa- 
zione y — a +-  a 1 — 2 aax  +-  axx  , che  fi  è veduto 
nell’ Efempio  V.  del  Capo  antecedente  num.  8i.  avere 
un  punto  d’incontro  . Differenziando  è adunque». 
dy  — — 2aadx  +-  laxdx  , e differenziando  di  nuo- 

l 

3 X 1 — 2jjx  +■  axx  5 
vo  , prefa  dx  collante  , farà 
ddy  — — ladx1 

X 

p X a ’ — 2 aax  +-  axx  5 

La  fuppofizione  di  ddy  — o ci  dà  — 2aJx*  — o,  il 
che  non  ferve  ; fatta  adunque  la  fuppofizione  di  ddy  — oo  , 

X 

farà  p X a ' — 2aax  +■  oxx  * = o , cioè  aa  — 2 ax  4- 1 
xx  — o , e però  # z:  . Soflituito  , in  liJbgo  di  x , que- 

llo valore  nella  propolla  equazione  , farà  y = a , adun- 
que la  curva  à un  Aedo  contrario,  o regrtfTo,  che  cor- 
rifponde  alla  adìfTa  x — a,  alla  quale  compete  l’ordina- 
ta y — a , e perchè  lì  fa  altronde  , cfTere  pure  quello 

.un 
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un  punto  d’incoutro  , non  potrà  dunque  effere  un  fkffo 
contrario  , ma  bensì  un  regceffo . 


Sia  la  fieffa  parabola. cubica , ma  prefe  le  afflile, 
AB  — x dal  vertice  A , ( Fig.  70.  ) e BClc  y . L*  equa- 
zione è axx  — y'  , e differenziando  iaxdx  — ^yydyy  e 
differenziando  di  nuovor,.  prefa  dx  collante  , ddy  — 
— 6ydy 1 +-  2 adx ; ma  per  l'equazione  , fi  a $yy  — 
lyy 

3*  V aax  , e per  la  prima  differenziazione  , dy  zz 


2axdx 


adunque  fatte  le  fofiituziont , farà  ddy  — 


■ — 2 adxi  . ... 

f)x  ]/  nax 

La  fuppofizione  di  ddy  — o non  ferve  ; la  fuppofi- 

< 1 /~~~~  ’i  . ■ \ , . " ; 

zione  di  ddy  — co  ci  dà- par  y a.ix  — o,  cioè  x — o , il 

qual  valore  foffituito  nell’equazione  rende  y — o , adun- 
que la  curva  à un  regreffo  nel  vertice  A . 


■ : ] 

E S 


EMPIO 


100.  Sia  la  verficra  DFAf,  ( Fig.  71.  ) la  di  cui 
equazione  y — a 1/  — x , AB  — x \BF  = y , A D — a . 


Diffe- 
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Differenziando  , dy  = — aadx  , e di  nuovo  dif> 

ix  l / ax  — xx  1 • • '• 

ferenzlando,  prefa  dx  collante,  ddyzz$a' dxl — 4 aaxdx' . 

4*  Xox  — xx  1 

La  fuppofizione  di  ddy  — o ci  dà  3 a* — 432*  = o , 
cioè  * ± 33 , il  qual  valore  loftituito  nell’ equazione  del- 

4 

la  curva  rende  y = a 1/  j , onde  prefa  AB  — ^ a , la— 

ordinata  BF  = ai^~  incontrerà  la  curva  nel  punto  F, 
che  farà  un  fleffo  contrario  . La  fuppofizione  di  ddy  — 00 
2. 

ci  dà  4»  X ax  — xx  1 = 0 , cioè  x — o , ed  x — a , il 
primo  valore  foflituito  nell*  equazione  rende  y — 00  , . 
il  fecondo  y—o;  ma  nè  l’uno,  nè  l’altro  calo  porta— 
fleffo  contrario,  e porta  folo  , che  si  l’afintoto  AQy 
come  la  tangente  nel  punto  D è parallela  alle  or- 
dinate . 

U . : . 

• - - * - - • . } 

ESEMPIO  III. 

io».  Sia  ( Fig.  72.  73.  * e 74.  ) la  Cicloide  dell*  e- 
quazione  Jz.z: ardx  4-  brdx  — hxix  num.  47.  Dlfferen- 

b V 2 rx  — xx 

ziando 
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ziando  , farà  ddz  — arx  — arr — brr  X dx*  . 

3 

1 ■ ■ 1 

b\irx — xx  * 

La  fuppofizionc  di  ddz  — o ci  dà  arx  — arr  — brr  — o , 
cioè  x = r +•  br . Se  a ila  maggiore  di  b , la  cicloide 

a 

farà  l’ allongata ; onde,  prefa  CE  dal  centro  eguale  alla 
quarta  proporzionale  di  BF , del  femicircolo,  e del  rag- 
gio, c condotta  l’ordinata  ED,  (.Fig.  75.)  incontrerà 
efla  la  curva  nel  punto  del  fletto  contrario  D . Se  fiat-. 
a minore  di  b , ( Fig.  74.  ) la  cicloide  farà  la  raccor- 
ciata ; ma  quando  a •<  b , la  x — r +.  br  farà  maggiore 

a 

di  ir , cioè  maggiore  di  AB  , nel  qual  cafo  le  ordina- 
te fono  immaginarie  , perchè  non  vi  è curva  al  di  fotto 
del  punto  F , adunque  la  curva  non  a fleflì  contrarj  , 
nè  regreflì  . Se  Ha  a—b  , la  cicloide  farà  l’ordinarku. , 
( Fig.  72.  ) e però  x —r  +-  br  — ir~A  B , ed  jy=BF,  il 

che  non  ci  dà  Scilo  contrario  , 0 regreiTo  ; ma  bensì  ci 
fa  fapere  , che  la  tangente  in  F farà  parallela  alle  aflìf- 
fe  , o fia  al  diametro  AB  . 

j 

La  fuppofizione  di  ddz— 00  ci  dà  b\/  2 rx  — xx  * =o-, 
cioè  x — 0 , ed  x — ir  . Il  valore  x = o in  tutti  tre  i 
cali  ci  dà  la  tangente  nel  punto  A parallela  alle  ordi- 
nate . Il  valore  x = 2 r nel  primo  , e fecondo  cafo  ci 

dà 
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dà  la  tangente  nel  punto  F illesamente  parallela  allo 

ordinate  ; ma  nel  terzo  cafo  ci  dà  una  contradiziono , 

poiché  eflendo  l’equazione  dz—dx\^ir — x , follituito  ia 

k'* 

luogo  di  x il  valore  2r  , farà  dz  ~ o , ma  non  può  efle- 
re  dz  - o , e aflieme  ddz  = oo  , adunque  tale  valore  a_- 
nulla  ferve  in  quello  cafo .)  . 

■ ■■•  1 . w • '•  •••.  t , • 

ESEMPIO  IV. 

• ^ lA.  . i ! : j.  . . , 

102.  Sia  la  Concoide  di  Nicomede  di  fopra  con-, 
fidtrata  al  num.  8y. , la  di  cui  equazione  è 
yy  — aaxx  — x4-t-2 aabx  — 2 bx 1 — bbxx  +-  aabb  , o fia^ 

XX  ■ » •’  ; 

.«*••• 

y — b-h  X l y aa— XX  . Differenziando  , farà 

X 

dy-  — x'dx  — aabdx  , e di  nuovo  differenziando  , pre- 
xx  V aa  — xx 

fa  dx  collante  , ddy  p za'b  — ajx'  — ìaabxx  X dx 1 . 

X 

x 3 X oa  — xx  1 

A riguardo  de’  tre  foliti  cafi , che  può  avere  que- 
fla  curva,  comincio  dal  primo  quando  a — b . (F/g.  ytf.) 

Ciò  pollo,  farà  ddy  = 2j»  — aax ! — ja’xx  X dxx . 

X 

x * x — **  1 

La 
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La  fuppofizione  di  ddy  — o ci  dà  za'  — a.ix'  — 
$a' xx  — o , cioè  x'  +-  3 axx  — za'  — o , e.  rifolvendo 

l'equazione,  aa— a>  x — — — rt,  x zz — a\ 

■il  primo  valore  ci  dà  l'a(Ii(Ta  GE  — x—V'^aa — a,  a cui 

compete  l’ordinata  E M—y  — \/  ^aa  * za  v 3 aa — 3 aa  , 

• ■ . v 7,aa  — a 

che  incontra  la  curva  nel  punto  M del  flelTo  contrario; 
il  fecondo  valore  a nulla  ferve  , perchè  rende  l’equazio- 
ne della  curva  immaginaria  ; il  terzo  ci  dà  un  regreflo 
nel  punto  p . 

Riguardo  agli  altri  due  cafi,la  fuppofizione  di  ddy— o 
ci  dà  zaab — x * — $bxx— o,  o fia  at  ’ -t-  3 bxx  — laab  — o. 
Per  avere  adunque  le  radici  di  quell’equazione,  pongo 
xx  — bz,  luogo  alla  parabola  apolloniana,  e fatta  la  folli- 
tuzione  , nafee  il  fecondo  luogo  xz  ■+  $bz  — zaa  - o , 
all’  iperbola . 

Fra  gli  afintoti  A Q , A D , fatta  A C — za  , CN 
normale  = a , AD  — $b,  e prefe  full’ afintoto  *A  D dal 
punto  D le  *■ , fi  deferiva  ( Fig.  75.  ) l’ iperbola  G N F 
del  rettangolo  collante  zzzaa,  patterà  etta  per  lo  punto 
N ; indi  alzata  D M normale  alla  D A , all’  alle  D M , 
vertice  D,  parametro  —by  fi  deferiva  la  parabola  dell’ 
equazione  xx  — bz. 

Se  adunque  fi  alluma  b maggiore  di  a , poiché 
AD  — ^b,  AC  — za , farà  CD  maggiore  di  b , ora  prefa 
Tom.  II.  S nella 
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nella  parabola  la  affida  z~a  — CN,  l’ordinata  fari  x — 

Vab,  ma  fe  a è minore  di  by  farà  anco  v/  ab  minore», 
di  by  e però  anco  minore  di  CD;  adunque  la  parabola 
taglierà  l’iperbola  tra  N , e D nel  punto  , per  efem- 
pio , I . 

Ciò  porto  , fe  fi  artuma  * = — a , farà  nella  para- 
bola z = aat  e nell’iperbola  z = ìaa  , ma  aa  è mag- 

^ — 4 “f  ^ 

giore  di  2 aa  , dunque  la  parabola  taglia  I’iperbola». 

— « -+  \b 

nel  punto  I tale,  che  farà  HI  — — x minore  di  a,  e_# 
però  querta  affida  averi  nella  concoide  (Frg.  58.)  la  or- 
dinata reale  , che  ci  determina  il  derto  contrario  nel 
punto  , per  efempio  N , del  ramo  inferiore  KN.  La 
GM  condotta  dal  punto  G,  altra  interfecazione  della  pa- 
rabola , e dell’iperbola,  farà  necertàriarnente  maggiore  di 
a , e però  a tale  affida  non  corrifponde  nella  concoide 
ordinata  alcuna  reale,  onde  quello  valore  a nulla  ferve. 
Finalmente  il  terzo  valore  T F ci  darà  1’affiifa  , a cui 
compete  l’ordinata  nel  ramo  fuperiore  , che  incontra  la 
curva  nel  derto  contrario  M. 

Sia  b minore  di  a , farà  ( Fig.'jó .)  CD  minore  di 
b , e prefa  nella  parabola  la  z — a — CNt  l’ordinata  farà 

xzz^ab,  cioè  maggiore  di  b,  e però  maggiore  di  CD, 
adunque  la  parabola  patterà  tra  N,  e C,  quindi  o non 
taglierà  erta  l'iperbola  , e i due  valori  negativi  della  x 

nell’ 
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nell'  equazione  *’  •+-  3 bxx  — 22 ab  = o faranno  immagi- 
nari; o fe  la  taglia,  faranno  ellì  fempre  maggiori  di  a, 
ai  quali  nella  concoide  (F/g.  57.)  corrifpondono  ordina- 
te immaginarie,  e però  a nulla  fervono.  Taglierà  pei  ò 
la  parabola  certamente  l’iperbola  dalla  parte  de1  pofiti- 
vi  nel  punto  , per  efempio  F ; quindi  la  TF,  che  è 
minore  di  a , farà  il  valore  della  x , a cui  corrifpondc 
l’ordinata  nel  ramo  AM  della  concoide  , che  rincontra 
nel  punto  del  flefTo  contrario  M . 

Dilli,  che  fe  la  parabola  taglia  l'iperbola  tra  /V , 
ed  O , i due  valori  negativi  della  x faranno  maggiori 
di  a ; imperciocché  , prefa  x — — a nella  parabola-. , 
farà  z — aa  , e nell’iperbola  z = 2 aa  , ma  aa  è minore 

b I \b  — a b 

di  2 aa  ; dunque  fino  a tanto  , che  x negativa  non  fia 

3 i — « 

maggiore  di  a , la  parabola  non  taglierà  l’iperbola-., 
dunque  la  taglierà  in  un  punto,  in  cui  ella  x farà  mag- 
giore di  a . Prefa  x politiva  = a , larà  nella  parabola-, 
z = aat  e nell’  iperbola  z = 2,7.2  ; ma  aa  è magg  ore  di 

b J k 4.  a b 

2 aa  , dunque  la  parabola  taglierà  l’iperbola  in  un_ 

ji  ^ a 

punto  F tale  , che  farà  T F minore  di  a . 

ì 

Lafuppofiz:onedidrfv=:oo  ci  dà  x ’X  «a*»  — x*  1 =0, 
cioè  * = 0,  ed  x = j ; vale  a dire , che  l’afintoto  , 
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c la  tangente  in  A fono  parallele  alle  ordinate  in  tutti 
tre  i cafi  , ficcome  la  tangente  in  K nel  fecondo,  e 
terzo  calo  ; e nel  primo  , che  in  P vi  c un  punto  d’in- 
contro ( come  appunto  portano  i regredì  ) per  edere! 
flato  fomminiflrato  lo  lìdio  valore  x — — a anche  dalla 
fuppofizione  di  ddy  — o ; il  quale  punto  d’incontro  fi  è 
trovato  pure  al  num.  85. 

103.  In  altro  modo  . Prendo  la  della  Curva  Con- 
coide , ma  con  le  ordinate  tutte,  che  pattano  da  un  pun- 
to fido, cioè  dal  polo  P . 

Sia  adunque  P M-y  , ( Fig.  56.  57. , e 58.  ) e con- 
dotta PF  infinitamente  prodìma  a PM,  e col  centro 
P deferitti  gl’  archetti  MB  , D H , fia  MB  zzdx, 
AG  — a , GP  — b , e chiamata  P D — z , HO  — dz , 
per  la  proprietà  della  curva,  farà  l’equazione  y — z iz  a, 
cioè  y — z +•  a rifpetto  alla  curva  fuperiore  al  di  fopra 
dell’alìntoto  GR  , ed  y — z — a rifpetto  alla  curva  in- 
feriore . Differenziando  adunque  nell’  uno  , e nell’altro 
cafo  , farà  dy  — dz  . Per  la  fimilitudine  de’  triangoli 
PGD  t DHO  (giacché  gl’ angoli  GDP  , DOH  non 
differifeono  , fe  non  per  l’angolo  infinitefimo  DPH  , 
c gl’ angoli  H,  G fono  rotti)  fi  averà  PG,  GD::  DH, 

H 0 ; cioè  b , \/  zz—bb  : :zdx  ,dz,e  però  dz  = zdx  is  zz—bb. 
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ma  dz  — dy  , dunque  dy  = zdx  ^ zz  — bb  ; e differcn- 

b 

ziando  , prefa  dx  cortame  , 

ddy  — ìbyzz — b*y — bz'  +~  b'  z X dxdz  , mettendo  dz 
bbyy  K zz  — bb 

in  luogo  di  dy , e porto  il  valore  di  dz  , avercmo 
ddy  — 2 yz‘ — bbyz  — z*+~bbzz  X dx1  , e finalmente, 
bby  ’ 

furrogato  il  valore  di  y — z i:  a , farà 
ddy  — z42:  zaz  ' +:  abbz  X dx’-  . 

bb  X 2 — 

La  forinola  delle  curve  riferite  al  fuoco  fi  è vedu- 
to , cflere  dx 1 +■  dy * — yddy  — 0,0  pure=  00  ; adunque, 
polli  i valori  di  y , di  dy  , e di  ddy  , farà 

gaM  +t  3.1  bbz  +.  zaz’  X dx 1 — o , 0 pure  = co  . La  fup- 
1 

pofizione  della  formola  eguale  al  zero  ci  dà  alb  ìz  3 bbz 
— 2z'  — o . 

Sia  in  primo  luogo  a — b,e  fi  voglia  confiderai 
il  ramo  fuperiorc  , farà  z ’ — jjd£Z — = ed  i tre 

X X 

valori  di  zfonoztz  — a,  z — a — 1^303  , z-a  +-  3JJ, 

» . • » 

ma 
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ma  è y — z +-  a , dunque  farà  y — o , y — V \aa  , 

1 

jy  = 3*  — ^ 3 a 1 . II  terzo  valore  a nulla  ferve  , perchè 
1 

ci  dà  l’ordinata  y minore  di  u , dove  non  è curva-.  ; 
il  fecondo  ci  dà  la  ordinata  y , che  incontra  la  curva-, 
nel  punto  del  Aedo  contrario  , per  efempio  Af;  il  pri- 
mo ci  viene  fomminillrato  anco  conliderardo  il  ramo 
inferio"e  , e determina  il  punto  P di  regrefTo  , ed  in_. 
fatti  rilpctto  al  ramo  inferiore  farà  z' — 3aaz+.  a 1 =0 , 

Z % 

cioè  i tre  valori  z — a tz  — — a ìz  v 3 ia  ; ma  in  que- 

X 

fio  cafo  y — z — a , dunque  averemo  y — o , y zz 
— 3*  ±.  i'3'w;  i due  ultimi  valori  a nulla  fervono  , che 

X 

ci  danno  y negativa,  dove  non  è curva  . 

■ Riguardo  agli  altri  due  cafi  ( Fig.  57.  58.  ) farà 
z' — %bbz  T-  abb  — o . Per  avere  le  radici  di  quefhu. 

1 » 

equazione,  pongo  zz  =-bp,  luogo  alla  parabola  apollonia- 

X 

na  , e fatta  la  fofl'tuzione  , nafce  il  fecondo  luogo  all* 
iperboli  pz  — $bz  ~ ± ab,  cioè  pofitivo  l’omogeneo  di 
comparazione  rifpetto  al  ramo  fuperiorc,  e negativo  rif- 
petto  all’inferiore.  Fra  gli  afintoti  PQ,  MN  normali 
in  A , fi  deicrivano  le  oppolle  iperbole  ( Fig.  77.  ) ne- 
gli 
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gli  angoli  PAN,  MAQ,  fe  l’omogeneo  di  comparazio- 
ne è pofitivo,  e negli  angoli  PAM,  NAQ,  fe  è. ne- 
gativo ; e fuppoffa  b maggiore  di  a,  Ga  A R — b,  B C — a: 
pafleranno  l’iperbole  per  i pu  tti  C ; c prefa  AM  = $b3 
dal  punto  M full’afintoto  MN  Geno  le  p,  indi  al  ver- 
tice M,  affé  MN,  parametro  b fi  deferiva  la  parabola 

. * 

E MD  dell’  equazione  zz-bp  . Poiché  prefa  p = M b =.  ib , 

• T"  ' 

la  ordinata  nella  parabola  è z = b maggiore  di  a , cioè 
di  (be') , paflerà  elfa  parabola  al  di  fuori  de’  punti  C, 
e taglierà  l’iperbole  DC,  CT  ne’  punti  D , T , I , da’ 
quali  condotte  parallele  all’afintoto  QP  le  rette  DH, 
TF , IO  , faranno  effe  le  tre  radici  della  z nell’equa- 
zione z’  — ’ìbbz-—  abb  zz  o , cioè  nfpetto  al  ramo  fupe- 

& X 

riore  della  concoide;  ma  y — z +■  a,  dunque  DH+-<? 
farà  la  ordinata  y , che  incontra  la  curva  nel  fleflo  con- 
trario , per  efempio  M.  ( Fig . 58.)  L’ altre  due  radici 
FT , Ola.  nulla  fervono  , perchè  effendo  neguive,  ad 
FT  aggiunta  a , la  differenza  , cioè  y farà  negitiva_. , 
e ad  01  aggiunta  a , la  differenza  farà  pofitiva  , ma  mi- 
nore di  a ; ed  alla  y negativa  , o minore  di  a non  cor- 
rifponde  in  quello  cafo  curva  . Rifpctto  al  ramo  inferio- 
re della  concoide,  cioè  nell’equazione  z 1 — 7,bbz-*-abb  — o 

X • » & • * • 

le  tre  radici  faranno  OG,  FK,  HE,  mafe  dalla  pri- 
ma. 
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ma  , c dalla  terza  fi  fottragga  a per  avere  la  y , Ia_ 
differenza  farà  negativa  , cioè  y negativa  , a cui  non— 
corrifponde  curva  , e però  a nulla  fervono  ; fe  dalia- 
feconda  VK  fi  fottragga  a , la  differenza  L K farà  la  or- 
dinata y , che  incontra  la  curva  nel  fleffo  contrario , per 
efempio , N . 

Supporta  b minore  di  a , là  parabola  pafferà  tra  i 
punti  c,  C dell’iperbole  GcK,  ÌCT , c pelò  i due  va- 
lori negativi  di  z dell'equazione  z* — $bbz — abb  zz  o , 

X Z 

aggiungendo  la  a,  daranno  y minore  di  a , a cui  non 
corrifponde  curva  ; il  terzo  , aggiunta  la  a , darà  la  y , \ 

che  incontrerà  la  curva  nel  fleffo  contrario  , per  efem- 
pio , Af  ( Fig.  57.  ) . 

Rifpetto  al  ramo  inferiore  , cioè  all’  equazione— 
z1  — %bbz  +■  abb  — o , dalle  due  radici  pofitive,  che  fono 

Z 1 

minori  di  bf  fottratta  a,  e fottratta  pure  dalla  radice  nega- 
tiva, averemo  fempre^  negativa  maggiore  di  PK,  a cui 
non  corrifponde  curva,  e però  il  ramo  inferiore  della  con- 
coide quando  b è minore  di  a , non  à ne  flefli  contrarj , 
nè  regredì . 

La  fuppofizione  della  formola  = 00  ci  dà  in  tutti  tre 
i cafi  z — + a,  e peròj»=o;  nella  Fig.  58.  a nulla  ferve  il 
valore  y- o,  perchè  non  è in  curva  ; nelle  Fig \ 36.  57. 

ci 
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ci  dà  la  tangente  in  P , che  è afiìeme  punto  di  regredii 
nella  Fig.  5 6. , ma  non  già  nella  Fig-  57. 


ESEMPIO  V. 

104.  Sia  il  circolo  A E D defcritto  col  centro  B 
(.Fig.  78.)»  e fia  una  curva  A FK' tale  , che  condotto  un 
qualunque  raggio  BFE,  fu  ferapre  il  quadrato  FE  egua- 
le al  rettangolo  del  corrifpondente  arco  A E in  una- 
data  retta  b , e fi  voglia  il  fleflò  contrario  della  curva— 
AFK. 

Si  chiami  l’arco  AE—z , BA  — BE—a  , B F=y, 
ed  FG  — dx , fatta  Be  infinitamente  proffima  a BE,  e 
defcritto  col  centro  B,  raggio  B F l'archetto  FG ; per 
la  natura  della  curva  farà  bz  — aa ■ — 2 ay  +■  yy , e però  diffe- 
renziando, bdz  — — 2 ady+-  iydy,  onde dz  — 2 ydy — 2 ady  — Ee. 

I 

Ma  per  i fettori  fimili  BEe  , BFG  , farà  BE,  BF :: 
Ee,  FG,  cioè  a , y ::  lydy  — lady  , dx  , dunque  dx  — 

b 

ìyydy  — laydy  , e differenziando  , prefa  dx  cortame-  , 
*b  . 

4-  lyyddy  — lady1  — layddy  — o , onde  yddy  — 
j 

Tow.  II.  T Nella 
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Nella  forinola  generale  delle  curve  riferite  al  fuo- 
co dx 1 4-  dy 1 — ydiy  fi  foflituifcano  i valori  di  dxl , O 
di  yddy  dati  per  dy , ed  averemo 

4y*dyl — 8gy ' dy1  +■  Qaayydy 1 +-  aabbdy1  — ady1  +■  ydyx  , 

aabb  y — a 

cioè  , riducendo  al  cotnun  denominatore  , 

4 y' — May*  ■*-  12 any' — 4a’yy+-  3 aabby  — za'bb  eguale 

aabbXy  — a 

al  zero,  o all'infinito.  Cofiruita  per  tanto  l’equazione, 
una  delle  radici  ci  darà  il  valore  dell'ordinata^  , che, 
incontra  la  curva  nel  punto  del  fleflb  contrario  . 


/ 

CAPO 
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CAPO  V. 

Delle  Evolute , e de*  Raggi  Ofculatori , 

ìoy.  Su  la  Curva  BDF(Fig.  7p.)  inviluppata  dal  filo 
fABDF,  cioè  dlendo  il  filo  fiffo  nel  punto  immobile-. 

F per  un’  ertremità , s’intenda  dirtelo  fopra  la  curva». 
BDF,  c la  porzione  AB  cada  fulla  tangente  AR  della 
curva  nel  punto  B . Si  muova  il  filo  per  I’ertremità  A . 
fviluppando  la  curva , ma  in  maniera  , che  fu  Tempre», 
tefo  , ed  incapace  di  dirtrazione  : il  punto  A defcrivcrà 
con  quello  moto  la  curva  AHK  . 

La  curva  BDF  fi  chiama  l’evoluta  della  curva-. 
AHK , come  è flato  detto  anche  di  fopra  al  num.  16., 
e la  curva  AHK  dicefi  la  generata  dallo  fviluppo  della 
BDF , e le  porzioni  AB,  HD,  KF  del  filo  fi  dico- 
no raggi  dell’evoluta , o raggi  ofculatori  . 

iotf.  Poiché  la  lunghezza  del  filo  A BDF  è Tem- 
pre la  rteffa,  ne  viene,  che  la  differenza  de’ raggi  ofcu- 
latori AB,  HD  farà  eguale  alla  porzione  BD  della», 
curva;  liccome  l’altra' porzione  DF  è eguale  alla  diife- 
renza  de’ raggi  HD,KF,e  la  curva  intiera  BDF  egua- 
le alla  differenza  de’ raggi  AB,  KF;  e fe  il  raggio  AB 
foffe  nullo , cioè  , fe  il  punto  A cadeffe  in  B , farebbe 
il  raggio  HD  eguale  alla  porzione  BD,  ed  il  raggio 
FK  a tutu  la  curva  BDF. 

T a 107. 
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107.  Dalla  generazione  della  curva  AHK  per  Io 
fviluppo  del  filo  chiaramente  fi  vede  , che  ciafcun  rag- 
gio HD,  KF  nelle  fue  ellremità  D , F tocca  l’evo- 
luta BDF . 

108.  L’arco  HK  della  curva  AHK  Ila  infinitefi- 
mo  , farà  pure  infinitefimo  l’arco  D F dell’  evoluta  , e 
poiché  ó dimofirato  nel  corollario  4.  del  primo  Teor. 
num.  6. , che  un  qualunque  archetto  infinitefimo  di  cur- 
va ì le  fiefie  proprietà  dell'arco  di  circolo;  e nel  Teo- 

• rema  4.  num.  15.  , che  prodotto  il  raggio  HD  , ficchè 
incontri  in  5 il  raggio  KF,  fono  SH,  SK  diverfe  tra 
loro  folo  per  una  quantità  infinitefima  del  terzo  grado  , 
fi  pofiòno  dunque  prendere  per  eguali  SH,  SK ; e pe- 
rò fono  efie  perpendicolari  alla  curva  AHK  ne’  punti 
H,  K . Ma  le  due  HD,  HS  differifeono  tra  loro  della 
DS  infinitefima  del  primo  ordine  , ed  è HD  finita-, , 
dunque  fi  potranno  afiumere  per  eguali  ; quindi  per  de- 
terminare un  qualunque  punto  D nella  curva  evoluta^, 
vale  a dire  , per  determinare  la  lunghezza  di  un  qua- 
lunque raggio  ofculatore  HD,  baderà  , che  data  di  po- 
fizione  la  perpendicolare  HS  della  curva  data  AHK , 
( il  che  fi  à dal  metodo  delle  tangenti  ) fi  determini  il 
punto  5 , in  cui  ella  fi  taglia  con  la  perpendicolare  in- 
finitamente proflìma  KS.  Ciò  faraffi.nel  feguente  modo. 

109.  Sia  in  primo  luogo  la  curva  D AFE  (Fig. 80.) 
riferita  agli  affi;  i due  archetti  infinitefimi  AB,  BE, 
la  perpendicolare  BQ,  c l’altra  E£),  che  la  inconrri  nel 

ricer- 
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ricercato  purijo  Q . Chiamare  al  folito  DH—x , FlA  — y, 
e condotte  AF,  BG  parallele  a D M,  e la  corda  PARC 
che  incontri  ME  prodotta  in  C , e condotta  l’altra  cor- 
da EBR  ; e col  ccnfro  B , intervalli  BE,  BP , deferirti 

gli  archetti  ES , PO,  farà  AF—dx , FB—dy , r: 

• 

di  — i/i.v* 4-  Jy*  ; ma  per  lo  Corollario  2.  del  Teorema 

5.  num.  i$>.  fono  limili  i fettori  QBE-,BES-,  dunque^ 

averemo  QB , BE  ::  BE,  ES,  cioè  QB,  ds  ::  ds , E S , 

(chiamando  ds  l’elemento  della  curva)  e però  QB  — ds2. 

~ES 

Ora  poiché  l’archetto  PO  fi  può  prendeje  per  il  fuo  feno 
retto,  (Corollario  1.  del  Teor.  3.  num. 9.)  faranno  fienili 
i triangoli  RPO , BEG,  e però  BE,  EG  ::  RP,  PO, 
cioè’dr  , dy  ::  RP  , PO  — RP  dy  ; ma  fono  pure  limili 
• d‘ 

i fettori  BPO,  BES , e però  farà  BP,  PO  ::  BE , E S , 
cioè  yds  , R P dy ::  ds,  ES  = RPXdy1 , e finalmente^ 

di  yds 

jQBn  yds*  , forinola  generale  de’ raggi  olcuhtori  , 
RPXdy1 

in  cui  nulla  alrro  rimane  da  farli  , che  fofiituire  il  va- 
lore della  R P , differenza  della  DP  — ydx  — x , fecon- 

dy  " 

do  la  diverfa  ipotefi  della  fluffione  prima , che  fi  pren- 
de per  collante  . 

Se  neffuna  fljflìone  prima  fi  affuma  per  collante  , 

_______  j[ 

farà  R P = ydyddx  — ydxddy , e però  Q B — dx2  +■  dy1  z 

• dy1  dyddx  — dxd.ly 

Se 
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Se  fl  alluma  collante  dx  , farà  RP  — — ydxd ìy  , 

4ra 

2 

e però  QB  — dx*+-  dy*  * ! 

— dxddy 

Stf  fi  alluma  collante  dyt  farà  RP  — yddx  , e però 

. * 

: 2 

QB  ~ dx*  +.  dy*  * . . 

dxddy 

Se  lì  afluma  collante  ds , cioè  k'dx1-*-  dy1»  fari 
dxddx  +■  dyddjr  ^ o , e — ddy  — dxidx  , quindi  RP  — 

~fr~ 

yddx\dx*  +- dy1 , e però  QB^  dy  V'dx 1 +■  dy * , o pure 
dy  * ddx 

furrogato  il  valore  di  ddx , gBrrdx  l/dx*  + djy1 . Adun- 

— ddy 
2 

que  nell’efpreflìone  di  QB  =■  dx1  dy*  1 , in  cui  nef- 

dyddx  — dxddy 

luna  fluflione  è prefa  collante , ballerà  cancellare  il  ter- 
mine ddx  nella  fuppofizione  di  dx  collante  ; cancellare 
il  termine  ddy  nella  fuppofizione  di  dy  collante;  e por- 
re in  luogo  di  — ddy  il  valore  dxddx  nella-  fuppofizio- 

iy 

ne  di  ds  collante  . 

no.  Può  la  curva  eflère  riferita  ad  un  diametro, 
vale  a dire  con  le  coordinate  tra  loro  in  angolo  ob- 

bli- 
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bliquo  . Sia  D V l’affiffa  rz  x , VK  zz  dx , FA  l’ordinatau. 
= y , ed  il  rimanente,  come  fopra.  Poiché  è noto  l’an- 
golo DKB  , farà  noto  l’angolo  BNF,  e nota  la  ragio- 
ne de’ lati  tra  loro  nel  triangolo  BNF,  quindi  cfTendo 
NB  — dy , farà  data  N F,  ed  FB  » ed  in  confegucn2a— 
AB,  o Ha  rfj  . Ma  il  triangolo  RPO  è fimile  al  trian- 
golo ABF , poiché  gli  angoli  in  0,  ed  F fono  retti,  e 
l’angolo  ORP  non  è diverfo  dall’angolo  F AB , che  per 
l’angolo  infinitefirao  RBP  ; adunque  faranno  date  RP  , 
PO,  ed  indi  £5,  e finalmente  QB. 

ut.  Dall’ eftremità  del  raggio  ofculatore  BQ  fi 
tiri  QT  parallela  all’ affé  DM,  che  incontra  in  T l’or- 
dinata B I prodotta  , la  retta  B T chiamafi  Sottofculatri- 
ce  , o Co -raggio  . Dato  il  raggio  B Q , è pure  ili  dia- 
mente fempre  dato  il  co-raggio  B T,  perchè  dal  meto- 
do delle  tangenti  è data  la  normale  Bm  della  curva-., 
e però  dalla  fimilitudine  de’ triangoli  Bml , BQT  farà 
data  BT. 

Ma  fe  fi  voglia  I'efprefiìone  del  co-raggio  indepen- 
dentemente  dal  raggio,  fi  chiami  BT- z.  11  triangolo 
BTQ  è fimile  al  triangolo  BGC,  o fia  B A F , perchè 
effendo  retti  i due  angoli  TBG,  QBC,  tolto  il  comu- 
ne QBG,  rimarranno  eguali  TBQ , CBG,'  e fono  retti 

T,cG;  adunque  farà  dx ,dsi:  z,  B Q—zdf_z:  zi/dx1  +-  dv1. 

dx  dx 

Ma  per  lo  Teorema  4.  num.  15. , BQ  è eguale  ad  EQ, 
perchè  non  differifeono  tra  di  loro  , fe  non  per  una_. 

quan- 
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quantità  infinitefima  del  terzo  grado , adunque  farà  nul- 
la la  differenza  di  QB,  e però  differenziando,  fenza_. 
affumere  fluflìone  collante  , 

dxdzXdx 1 +-dy 1 +■  zdx 1 ddx+~zdxdyddy — zddxXdx 1 +-  dy1  — 0 
dxiy  dxl-*-dyl 

ma  dz  = dy,  perchè  è la  llcffa  la  differenza  di  TB , e 
di  IB  i dunque  zzzdxXdx1  +■  dy1  - BT , formola  del 
dyddx  — dxddy 

co -raggio,  in  cui  neffuna  fluffione  è (lata  affunta  co- 
llante . Se  fia  dx  collante  , il  termine  dyddx  farà  nullo, 
e però  la  formola  in  quella  fuppofizione  farà  dx1  +•  dy1  = BT*. 

— ddy 

Se  Ha  collante  dy , farà  nullo  il  termine  — dxddy  , 

però  la  formola  in  quella  fuppofizione  farà  dxXdx1  +•  dy*  — B 7*. 

dyddx 

Se  fia  collante  l’elemento  della  curva,  farà  — ddy  — dxddx , 

a y 

e però  la  formola  in  quella  fuppofizione  farà  dxdy  — BT , 

ddx 

• • 

furrogato  il  valore  di  ddy,  o pure  dx1  = BT  , fur- 

•—  ddy 

rogato  il  valore  di  ddx . 

Dato  il  co-raggio , per  la  fimilitudine  de’  triangoli 
Bml , BQT,  farà  lì  utilmente  dato  il  raggio  QB  . 

j 1 2.  Se  le  coordinate  faranno  tra  loro  in  angolo 
obbliquo  , nell’  analogia  dx  , ds  ::  z , BQ  in  luogo 

delle 
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delle  dx  , e ds , bifferà  porre  i rifpettivi  valori  , che 
in  quello  cafo  convengono  alle  AF , AB  , c fare  il  ri- 
manente, come  fopra  , e fi  averà  la  forinola  del  co- 
raggio BT  nel  cafo  , che  le  coordinate  fieno  in  angolo 
obbliquo  . 

nj.  In  diverfe  altre  maniere  fi  può  avere  la  ffef- 
fa  forinola  del  raggio  ofculatore . Gol  centro  Q , inter- 
vallo Qm  fi  deferiva  l’archetto  (mn) . AlTumendo  l’ar- 
chetto infinitefimo  (mn)  per  la  tangente  in  «,  faranno  fi- 
mili  i due  triangoli  B CG  , ( m nq  ) , e però  BC,  BG  : s 

(mq)  t (wn)  ; cioè  K dx1  +■  dyl  , dx  ::  (mq)  , (mn)  = 
(mq)  X dx  , ma  (mq)  è la  differenza  di  Dm  , cioè  del- 

v dx 1 +*  dy  * 

la  fottonormale  lm  con  l’affifTa  D7,  o fia  DH,  cioè  di 
x+-ydy;  adunque  differenziando  nell’ ipotefi  di  nefluna 
17 

- i*  | ■ t 

fluffione  collante  , farà 

( mq ) 3 dx'  ■*-  ydxddy  +-  dxdy1  — ydyddx  , adunque.» 

dx1 

( mn ) =:  dx'  +•  ydxddy  4-  dxdy1 — ydyddx  , ma  per  i fet- 
dx  V'  dx 1 +.  dy  1 

tori  fimili  Qmn  , QBE  , farà  BE  — (mn),  BE  :s  Bui 

( y v dx1  dy1  ) , Q-B  , cioè  follituiti  i valori  analitici , 

à*  • . ' 

x 

QB  =■  dx1  +■  dy1  1 , la  qual  forinola  modificata  fecondo 

dyldx  — ixddy 

Tom.  IL  V . la 


'ly 


Digitized  by  Google 


5Si  ISTITUZIONI 

la  fuppofizione  di  una  fluflìone  collante  ci  darà  l’efpref- 
fione  del  raggio  QB  , che  a tale  fuppofizione  cor- 
rifponde . 

1 14.  In  altro  modo  ancora  . 

Si  produca  E M in  t , B G in  L.  Poiché  il  trian- 
golo EGL  è limile  al  triangolo  Bhn  , eflendo  gl' ango- 
li GEL,  IBm  diverfi  fra  loro  del  folo  angolo  infini  tc- 
fimo  BQE  , farà  GL  = dy ' , e però  BL  — dx'-t-dy1  , 

dx  dx 

ma  fi  è veduto,  edere  (mq)  — dx 1 +-ydxddy- t-  dxdy * — ydyddx, 

Ix1 

ed  i triangoli  limili  QBL,  Qmq  ci  danno  B L — (tnq), 
BL::Bm,  BQ;  dunque  follituiti  i valori  analitici  , 


averemo  BQ  = dxl+-dyl  1 . 

dyddx  — dxddy 

11 5.  Prendanli  ora  le  curve  riferite  al  fuoco:  e 
però  fia  ( Fig.  81.  ) la  curva  BEG  , il  fuoco  A;  e pre- 
li due  archetti  infinitefimi  B E , E G , e condotte  le  or- 
dinate AB  , A E , AG,  col  centro  A fi  deferivano 
gl* archetti  BC , EF,  ed  alle  corde  GE  , EB  prodotte 
fieno  perpendicolari  AI,  AD  , e finalmente  la  corda». 
DE  prodotta  incontri  in  L 1’  ordinata  AG  , e col  cen- 
tro E fi  deferiva  l’archetto  GR.  Sia  A B—y , CE—dy , 
BC—dx  , A D — p . Col  centro  A deferitto  l’archetto 
D H , farà  H I = d/> , ma  HM  è quantità  infinitefitn a». 

/ ' del 
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del  fecondo  grado  ; ( Teor.  3.  num.  8.  ) dunque  lì 
potranno  prendere  per  eguali  HI , / -Vf , c però  farà 
MI  — dp  . La  fimilhudine  de*  triangoli  EBC , E AD 
ci  d k ED  =z  ydy  = EI  , per  efler  diverfa  folo  per  un’ 

di 

infinitefinao  , ed  affumendo  l'archetto  GR  per  la  fua_ 
tangente  , fono  limili  i triangoli  EIM  , EGR  , 
quindi  GR  ~ dpds1',  ma  condotte  EQ  , QG  normali 

ydy 

alla  curva  ne’  punti  E,  G , fono  fintili  i lettori  QEG  y 
EGR,  dunque  Q E — ydy.  1 triangoli  Amili  E B Ct  EA  D 

dp 

ci  danno  p —ydx  — ydx  ; e però  differenziando  , 

ds  1 /,dxl+-dyl 

fenza  prendere  collante  alcuna  , 

dp  — y fdx  -v-  dxdv  Xdx1  +-  dv 1 — dxddx  — dyddy  Xydx  , 

_s 

dx'  +•  dy'  1 

cioè  dp  — dx'  dy  4-  ydy 1 ddx  +-  dxdy 1 — ydx  dyddy  , onde_, 

X 

dx'  + dy'  * 

fortituito  quello  valore  in  luogo  di  dp  nell’  efpreflìono 

j_ 

di  QEt  fata  QEz:  y X dx1  ■*-  dyl  1 , for- 

dx  ' +-  ydy  ddx  +-  dxdy 1 — ydxddy 
mola  generale  del  raggio  ofculatore  per  le  curve  rife- 
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rite  al  fuoco , prefa  ne  (luna  fluiTione  collante 

Se  fi  voglia  collante  dx  , prefo  il  valore  di  dp  ia 
quella  ipotefi  , e foftituito  ; o pure  fenz’ altro  cancella- 
to nella  formola  generale  il  termine  ydyddx , farà 
? 

QE  — yXdx*i-dyx  1 . 

dx  ' +■  dxdy 1 — ydxddy 

Se  fi  voglia  collante  dy  , cancellato  nella  forinola^ 
generale  il  termine  — ydxddy  , farà 

_? 

QE  — y Xdx'+-dy*  » 

dx  ' + dxdy1  +- ydyddx 

E finalmente  prefa  per  collante  ds  , cioè  isdx'+  dy1, 
avercmo  ddx  — — dyddy  , e furrogato  in  luogo  di  ddx 

dx 

quello  valore  nella  formola  generale  , farà 
QE  —ydx  \ 'dx1  4 - dylt  o pure  furrogato  il  valore  di  ddy , 
dx 1 — yddy 

QE  = ydy  l/dx 1 +■  dy1  . 
dxdy  +-yddx 

n5.  Se  in  ciafcheduna  di  quelle  forinole  fi  Ap- 
porrà la  y infinita , fvaniranno  tutti  que’  termini  , ne’ 
quali  ella  non  fi  ritrova  , e le  formole  faranno  le  fteflè 
delle  ritrovate  per  le  curve  riferite  agli  affi  , il  che_, 
deve  appunto  fuccedere  , poiché  fe  la  y è infinita  , il 
punto  A farà  infinitamente  lontano,  e però  parallele  le 
ordinate  . j j 7. 
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117.  In  altra  maniera.  All’archetto  EG  infinitefi- 
mo  fia  tangente  E R nel  punto  E,  ( Fig . 8i.  ) e fieno 
QE,QG  due  raggi  ofculatoci , e fi  produca  Q G in  R. 
Dal  fuoco  A fi  tiri  AN  normale  a QG  , ed  AK  nor- 
male a <2 E,  c Cu  E K—t,  farà  KM=dt.  Poiché  il  trian- 
golo A KM  è fimile  al  triangolo  QNM,  e quello  è li- 
mile al  triangolo  QER  , farà  QE,  ER  ::  AK,  KM, 
cioè  QE,  ER::  *AK,dt;  ma  per  i triangoli  ELC , o 
fia  EGC , E AK  limili,  è AK-ydy , ed  E li  fi  può  af- 

ds 

fumere  per  EG,  dunque  farà  £ E»  dsr.ydy,  dt , e però 

ds 

QE  — ydy,  ma  EK  = t = ydx,  dunque  fatto  il  rimanen- 

dt  di 

te  , come  fopra  , cioè  prefo  differenziando  il  va- 
lore di  dt , e lolìituito  nell’ efpreffionc  di  QE,  fi  ave- 
ranno  le  lìefle  formole  . 

1 18.  Fatta  QP  normale  ad  EA  prodotta  in  P,  fa- 
ranno fintili  i triangoli  EAK,  EQP,  e però  EA,  EK  :: 
E Q,  E P',  ma  fi  è veduto  , edere  EQ  —ydy  , dunque* 

di 

y , t : : ydy , EP  — tdy  , e furrogato  in  luogo  di  t il  va- 

dt  dt 

lorc  ydx  , ed  in  luogo  di  dt  il  differenziale 

ds 

dx'dy  •+-  ydy  * ddx  +■  dxdy » — ydxdyddy  , fenza  affumere_» 


* 

• ' I 
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fluffìone  cortame,  farà  EP  = 

yàxds 1 - yix  ’ +-  vdxdy 1 , 

dxds 1 4-  ydy.ldx — vdxddy  dx  ’ 4-  dxdy 1 +-  ydyddx — ydxddy 
formola  generale  del  co -raggio,  in  cui  neffuna  flut- 
fione  è prefa  cortànte  , dalla  quale  modificata  fi  rica- 
vano le  altre  , che  alle  fuppofizioni  di  differenziale  co- 
rtame con  ifpondono  , e fe  in  quelle  fi  fupporrà  la  y 
infinita  , cioè  , fe  fi  cancelleranno  que’  termini , ne’ 
quali  erta  non  trovali  , fi  averanno  le  tleffe  formole , 
che  fi  fono  ritrovate  per  le  curve  riferite  agl’ affi  . 

np.  Poiché  , qualunque  fiafi  la  curva  , fi  ritrova 
una  fola  efpreffione  del  raggio  ofculatore,  e del  co  - raggio 
si  nelle  curve  riferite  agl’ affi  , come  in  quelle  riferite  al 
fuoco  , ne  viene,  che  qualunque  curva  non  potrà  avere, 
che  una  fola  evoluta  . » 

120.  Data  adunque,  per  mezzo  di  un’equazione  • 
qualunque  , la  curva , di  cui  fi  vuole  il  raggio  ofcula- 
tore , o co -raggio;  converrà  differenziare  l’equazione 

a fine  di  avere  i valori  di  dy,  dy'  , e ddy  dati  per  dx,  o di 
dx  ec.  dati  per  dy , e foftituirli  nelle  ritrovate  formole, 
con  che  fi  averà  l’ efpreffione  in  termini  finiti , e affat- 
to liberi  dai  differenziali,  del  raggio  ofculatore,  o co- 
raggio della  propofta  curva,. 

121.  Se  il  valore  del  raggio  ofculatore , o del  co- 
raggio farà  pofitivo  , dovranno  effì  prenderfi  dalla  par- 

• te 


ic  . 
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te  dell’aire  DM,  ( Fig.  80.  )odel  fuoco  A (Fig.  81.),  c°-  , 
me  ó fin’ora  fuppotìo  , e la  curva  farà  concava  a— 
quell’ affé  , o fuoco  ; ma  fe  farà  negativo  , dovranno 
effi  prenderli  dalla  parte  oppolla  , ed  in  quello  cafo  la 
curva  farà  convelTa . Da  ciò  ne  fegue , che  nel  punto 
del  flelTo  contrario  , o regredir,  fe  la  curva  ne  à , il 
co  - raggio  dovrà  farli  da  pofitivo  negativo , e due  rag- 
£i  ofculatori  infinitamente  proflimi  dall’ edere  conver- 
genti paderanno  ad  edere  divergenti . Ma  ciò  non  può 
edere,  fe  effi  non  divengano  prima  paralleli , vale  adire 
infinito  il  raggio  dell’evoluta  in  quel  punto,  o pure  fe 
efiì  non  cadano  prima  l’uno  fopra  dell’altro  , e cosi  fi 
faccia  nullo  il  raggio  dell’evoluta . Egli  è adai  chiaro  , 
che  quando  l’evoluta  fia  tale  , che  i raggi  vadano  Tem- 
pre crefcendo  accollandoli  al  punto  del  Aedo  contrario  , 
o regredo  B , ( Fig.  8$.  ,e  84.  ) per  pallate  ad  edere 
da  convergenti  divegenti  , dovranno  fard  prima  paral- 
leli , effendo  AD,  F E l’elvoluta  della  curva  ARF . 
Ma  fe  l’evoluta  della  curva  ABF  ( Fig.  85.  , e 8 6 ) 
farà  DB  E , fviluppaudoft  il  filo  dal  punto  B , e andan- 
do verfo  A rifpctto  alla  porzione  BA  della  curva  , ed 
andando  verfo  F rifpetto  alla  porzione  BF  , poiché  è 
Tempre  il  raggio  minore  , quanto  più  è vicino  al  pun- 
to B ; converrà , che  fi  faccia  nullo  prima  di  padare 

dall'edcr  pofuivo  ad  eder  negativo  . 

. . • 1 ’*  ' • * rl  /*  ’pf 
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ESEMPIO  L 

1 22.  La  curva  A B ( Fig.  87.  ) fxa  la  parabola-, 
apolloniana  dell’  equazione  ax  — yy  » di  cui  li  voglia  il 
raggio  ofculatorc  ad  un  qualunque  punto  B . Differen- 
ziando farà  adx  = 2ydy , e differenziando  di  nuovo  , 
prefa  dx  collante,  fe  cosi  piace,  idyl+-  lyddy  - o, 
ma  dy  = adx  , dunque  ddy  = — aadx 1 . Sollituiti  per 
~iy  4 y* 

tanto  .quelli  valori  nella  formola  del  co -raggio  dx'+dy1, 

— ddy 

farà  4y  >4-  aay  - BE  , o pure  , pollo  in  luogo  di  y il 

aa  — 

valore  dato  dall’  equazione  della  curva  , B E = 4*  ^ ax 

a 

4-  v ax  . 

Dal  punto  B fi  tiri  la  tangente  B7*,  che  incontra 
l’affe  in  T,  e dal  punto  T fi  conduca  TE  parallela— 
alla  normale  BM  -,  incontrerà  effa  la  BP  prodotta  nel 
ricercato  punto  E.  Imperciocché  effendo  l'angolo  BTE 
retto  , farà  BP,  PT::  PT,  PE,  cioè  per  la  proprietà  • 

della  parabola  , V ax  , 2*  ::  2*  , PE  - <\xx  - 4 
adunque  BP  +PE  , cioè  BE  = 4 +■  ^ * 

a 

. **  De- 
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Determinata  B E , fi  conduca  E Q parallela  all*  a(T^ 
APy  la  normale  BQ  prodotta  incontrerà  EQ  nel  pun- 
to Q,  che  farà  all’evoluta  . 

••  ' O pure  , a cagione  de’  triangoli  limili  BPM  , 
BEQ,  farà  BP  , P M::  BE  , EQ ; ma  per  la  proprie- 
tà della  parabolaè  P M= -J a, dunque V ax  t \a::$xV ax  -i-. 

• • a 

v ax  y EQ  — ix-ì-a  — PK\  dunque  MK  — 2x  . Prefa-, 
1 

per  tanto  MK  doppia  di  A P , o fia  P K — TMf  e con- 
dotta KQ  parallela  a PBt  incontrerà  effa  la  normale 
B M prodotta  nel  punto  Q , che  farà  all’  evoluta  ; E poi- 
ché BP  y BM  : : BE  s BQ  , e BM~  V /\ax  4-  aa  , farà 

% 

_ • 2 

V ax  y i/qax  i-aa  ::  4*  V ax  \Sax3  BQ—qax-h  aa  1 , 

% a x aa 

raggio  ofculatore  . 

4 _? 

Prendo  la  forraola  dx'-i-dy1  1 del  raggio  ofcula- 
— dxddy 

1 

tore  , fatte  le  foftituzioni , farà  QB  = 4 yy  +-  aa  x = 


47 v -i - aa  1 , come  prima  . 

Pallando  alle  feconde  differenze  dell’  equazio- 
Tom.  IL  X 


ne 
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ne  ax  ~ yy  , fenza  prendere  alcuna  flulfione  collante  ; 
poiché  adx  — ìyiy  , farà  addx  zz  2 yddy  +-  idy  ‘ , e ddy  zz 
addx  — 2 dyl  . Quindi  prefa  la  formola  del  raggio  of- 

J. 

culatore  dxl+-  dyl  1 , che  a quello  cafo  conviene  , e 

dyddx  — dxddy 

fatta  la  follituzione  del  valore  di  ddy  , farà  Q B zz 

. j 

iy  X dx 1 -i- dy 1 1 , e finalmente  polli  i valo- 

2 y dyddx — adxddx  2 dxdy  * 

i 

ri  di  y , e di  dy  , QBzzqax  *-  aa  1 , come  fopra  I 

244 

Si  troverà  la  fielTa  cofa  nell’  altre  fuppofizioni  di 
dy  , o di  ds  collanti , il  che  orametto  di  fare  per  bre- 
vità , 

Se  fi  volefle  il  raggio  ofculatore  ad  un  determinato 
punto  della  curva,  baderà  follituire  nell’efprelfione  fini- 
ta già  ritrovata  del  raggio  ofculatore  per  un  qualunque 
punto  il  valore  della  x , che  a tale  determinato  punto 
conviene . Così  fe  fi  voglia  il  raggio  ofculatore  nel  ver- 
tice A , o fia  il  punto  N , in  cui  TafTe  A N della  para- 
bola tocca  l’evoluta  NQ:  poiché  nel  vertice  A è o, 

x 

cancellato  il  termine  47#  nell*  efpreflìone  47*  +•  gg  * 

244 

del  raggio  ofculatore , averemo  AN  zz  a , il  che  non_. 

X ' • . * • .* 

può 
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può  edere  altrimenti , edendo  in  quefto  cafo  il  raggio 
AN  lo  (ledo  , che  la  fottonormale  , la  quale  nella  pa- 
rabola f»  la  eirere  Tempre  la  metà  del  parametro . 

123.  Sarà  ora  facile  il  ritrovare  l’equazione  alla— 
Carteiiana  dell’evoluta  NQ>  o fia  la  relazione  delle  or- 
dinate NK , KQ  nel  feguente  modo. 

Si  chiami  NK"«,  KQ  — t . Poiché  = PE  = 

4 x^ax,  averemo  l’equazione  r z:  4* Vax  , ma  AK  = 

a k « 

A P +-  P K.  — yx  +-  ^ a , ed  AN  = -la  ; dunque  NK  zi 
3*  = u , ed  x — Uy  e però  pollo  in  luogo  di  x quello 


1 


3« 


e quadrando  , ijatt  — i6u't  equazione  alla  feconda  pa- 
rabola cubica  del  parametro  = ila  , la  quale  cfprime 

io 

la  relazione  delle  coordinate  NK. KO.  ed  è V evoluta 
della  propoda  parabola  apolloniana  . 

Egli  è manifetlo  , che  la  feconda  parabola  cubica 
intiera  farà  l'evoluta  dell’intiera  parabola  apolloniana  , 
cioè  che  ( Fig.  88.  ) il  ramo  NQ  farà  l’evoluta  della- 
parte  fuperiore  AB , ed  il  ramo  Nq  della  inferiore 
Ab  ; e che  i due  rami  Nq , NQ  fi  voltano  le  convef- 
fità , ed  anno  un  regrelTò  in  N . 

1 24.  E’  pure  manifefio  , che  fe  le  curve  propofie 

X 2 fono 
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fono  algebraiche,  faranno  pure  algebriche'  hs  loro  evo- 
lute , e fi  potrà  Tempre  avere  l’equazione  in  termini  fi- 
niti efprimcnti  la  relazione  delle  coordinate , e che  in_- 
oltre  effe  evolute  faranno  rettificabili  , cioè  fi  potranno 
ritrovare  delle  rette  linee  eguali  ad  una  qualunque  por- 
zione delle  medefime,  per  efempio  NQ.  Imperciocché, 
fe  la  propolla  curva  AB  è algebrica,  fi  avranno  tem- 
pre in  termini  finiti  i raggi  ofculatori  BQ,  AN ì c d* 
BQ  fottratto  AN,  il  reiìduo  farà  l’arco  N Q. 

ESEMPIO  IL 

125.  Sia  la  curva  MBM  ( Fig.  8p.  ) l’iperbola  fra 
gli  afintoti,  dell’  equazione  aa  — xy  . Differenziando  , 
xdy  +•  ydx  = o , e di  nuovo  differenziando,  prefa  dx  co- 
llante , ddy  — — idxdy  . Soflituiti  i valori  di  dy  ,*  e ddy 

X 

nella  formola  dx'  +-  dy'  del  co-raggio,  averemo  BE  — 

_ ddy 

xx -t - vy  , valore  negativo.  Se  adunque  fia  APz 

*—  

PB=y , nella  prodotta  A B prefa  B N = £ BA  — l^xx  +-  yy 

• • 1 

cd  alzata  normale  NE,  che  incontri  la  ordinata  BP  pro- 
dotta in  E,  farà  BE  il  co-raggio,  che  fi  cerca;  iraper* 
ciocché,  per  la  fimilitudine  de’ triangoli  BPA , BNEt 

farà 
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farà  BP,BA  ::  BNt  BE , cioè^,  l*'xx  *-yy  : : v xx  yy, 

% 

BE  = xx  4-  yy , c perchè  fi  prende  dalla  parte  de’  ne- 

gativi , BE=xx+*yy.  Quindi  condotta  EQ  parallela— 
-r  jr 

ad  A P,  e prodotta  in  Q la  normale  FB  alla  curva  nel 
punto  B,  farà  BQ  il  raggio  ofculatore  , ed  il  punto  Q 
nell*  evoluta . 

£er  determinare  il  raggio  ofculatore  nel  vertice  D 
dell’  iperbola , fi  ponga  x—AH—a,c  però  y — HD  = a , 
adunque  il  co-raggio  xx+-yy  nel  vertice  D farà  = — a , 

— iy 

ed  il  raggio  = — V'iaa. 

Per  poco,  che  fi  rifletta  alla  figura  della  curva-. 
MB  M,  fi  vede  , che  l’evoluta  averà  due  rami  con  un 
punto  di  regreflo  in  L,  in  cui  il  raggio  DL  converrà, 
che  ita  il  minimo  di  tutti  i raggi  B Q;  e però  diflcren- 

l 

ziando  la  formola  de’  raggi  ofculatori  dx'-t-dy2  1 , la- 

— dxddy 

differenza  dovrà  effere  nulla  , o infinita  ; cioè , fuppo- 
fta  dx  collante  , 

X ■ ; 

— 3 dxdydiy 1 ^ dx 2 -t- dy 1 + dxdddy  X dx  * +■  dy  * * =0, 

dx 1 ddy 1 1 ' - >'  ■ , 

o pure  = all’infinito  , e dividendo  per  i^dx ‘ 4- dy' , e- 

mol- 
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moltiplicando  per  dxddy1 , farà  dxldddy  +■  dy'dddy  — 
$dyJdyl  = 0,0  pure  = oo  . Ma  per  l’equazione  della., 
curva,  fi  ìdy  — — aadx , ddy  — zaadx1,  dddy  — — daadx 1 ; 

XX  X 1 X 4 

dunque  fatte  le  fofiituzioni , e fuppolfa  la  detta  quantità 
eguale  a zero  , averemo  x = a = AH  ; vale  a diro  , 
che  il  regreflò  farà  nel  raggio  ofculatore  al  vertice  D 
della  curva  ; ma  fi  è veduto  , efiere  elio  raggio  = — « 

vi aa  , farà  dunque  DL  = — U'iaa  = DA'.  * 

Nella  forinola  de*  raggi  ofculatori , furrogat:  i valori 

1 l 

di  dy  , e di  ddy,  averemo  BQ—xx+-yy  * — xx+-  yyx% 

— xxy  •—  i aa 

e però  differenziando  , a fine  di  avere  il  minimo  rag- 
gio , cioè  il  punto  di  regrelTo  L » farà 

$xdx  ■+-  $ydy  xx  +*  yy  = o , e pollo  in  luogo  di  dy 

il  fuo  valore  , farà  %xxdx  — lyydx  V xx  *-yy  = o , cioè 
x — y — a , e follituito  quello  valore  nell’  efprellìono 

del  raggio  ofculatore  , farà  elfo  = — V'iaa  — DL,  co- 
me fopra  . 

In  altro  modo  ancora  fi  può  colìruire  il  raggio  BQ. 
Poiché  ddy  — — idxdy  , folìituiti  in  luogo  di  x , e di 

X 

dx  i valori  dati  per  y,  farà  ddy  — idy*,  e però  il  co-rag- 

y 

gio 
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gio  BE  = ydx1 4-  ydy1  , c per  i triangoli  {inaili  BPF, 

— 2 dy  '• 

BEQ,  averemo  EQ  = — ydy  ~-ydx  . Si  conduca  ora.. 

*dx  -kày 

al  punto  B la  tangente  BT,  e dal  punto  T laTS  nor- 
male a BT , o Ila  parallela  a B.Q,  e fi  prenda  BE  — 

~ BS , o PK  — -^  FT ; fe  fi  farà  EQ  parallela  alla  AT , 

o KQ  perpendicolare  , effe  incontreranno  la  normale^.  . 
BQ  nel  punto  Q dell’  evoluta  , poiché  farà  BS  = 
ydx1  +•  ydy1  , dunque  BE  — ydx1  +-ydy 1 ; farà  ancora.. 

dy 1 — ìdy 1 

FP  +-  PT  — FT  — — ydy  — ydx  , dunque  EQ  — 

dx  dy 

— ydy  — ydx  . 

X dx  li iy  , 

Se  l’equazione  farà  ym  = x,  la  quale  cfprime  tutte 
le  parabole  all’  infinito , quaudo  fia  m numero  pofitivo, 
ed  in  confeguenza  anche  la  parabola  dell’  efempio  pri- 
mo ; ed  efprime  tutte  le  iperbole  fra  gli  afintoti  all’  in- 
finito , quando  fia  m negativo  , e però  anche  quella^ 
di  quefio  efempio:  differenziando  averemo  mym~l dy  — 
dx  , e di  nuovo  differenziando  , fuppofla  dx  cottami, 

tnm  — m X ym  — x dy1  -h  mym~  1 ddy  — o,  e dividendo  per 

tnym~ 1 , farà  — ddy  — m — i X dy1  . Prefa  pertanto 

y 

la 
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la  forinola  dx:-  +■  dy1  del  co -raggio,  e fatta  la  foftitu- 

— ddy 

zionc  del  valore  di  ddy , fi  averi  BE  — ydx 1 ■*-  ydy 1 , e 

tn  — i X dy 1 

però  E Q , o P K — y<i*  + yiy  • • 
w — i X dy  m — I X dx 

Dal  punto  T , in  cui  ( Fig.  87. , e 89.  ) la  tangen- 
te BT  incontra  l’affe  AP  , lì  tiri  ifteffamente  TS  pa- 
rallela alla  normale  BQ  alla  curva  , che  incontra  in  5 
la  ordinata  B P prodotta , indi  fi  prenda  B E — BS  dal- 

m — 1 

la  parte  dei  negativi  , fe  m fia  numero  negativo , co- 
me nelle  iperbole  le  quali  fono  all’affc  A P , cioè  all’ 
alìntoio  conveiTe  ( Fig.  89.);  fi  prenda  BE  dalla  parte 
dei  pofitivi  , fe  m fia  numero  pofitivo  , e maggiore 
dell’  uniti , come  nelle  parabole  ( Fig.  87.  ) concave  all’ 
affé  A P , e dalla  parte  dei  negativi , fe  m pofitivo  fia 
minore  dell’unità,  nel  qual  calo  le  parabole  fono  con- 
velle all’ affé  AP  . 

Per  determinare  il  punto,  in  cui  l’affe  della  para- 
bola tocca  l’ evoluta  , prendo  la  forinola  de’  raggi  ofeu- 
X 

latori  dx-  +-dyl  1 , da  cui  , foftituiti  i valori  di  dx  = 

— dxddy  ■ 

mym~~  'dy  , e di  — ddy  = m — 1 \ dy*  , avere- 

y 


mo 
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I 

mo  BQ  — mmy — 1 +-  1 1 , intendendo  , che  l’unità 
tnXm  — 1 Xj V m~1 

fupplifca  per  la  legge  degl’  omogenei  ; quindi  fuppofia 
m magg'ore  dell’unità,  acciò  fieno  concave  le  parabo- 
le all’ affé  A P , fe  farà  m minore  di  2 , la  y del  deno- 
minatore pafferà  ad  effere  un  moltiplicatore  del  nume- 
ratore , e però  fatta  y — o , come  richiede  il  cafo  , che 
fi  cerca  , farà  BQ  — o , cioè  l’affe  toccherà  l’evoliita  nel 
vertice  A della  parabola  , come  farebbe  per  efempio  la 
feconda  parabola  cubica  axx  — y'  ( Fig.  70.  ) . * 

Che  fe  « è maggiore  di  2 , la  y del  denominato- 
re  farà  elevata  a poteftà  pofitiva  , e però  fatta  y — o , 
farà  BQ  infinita,  vale  a dire  che  l’affe  della  parabola 
farà  afintoto  dell’evoluta;  come  la  prima  parabola  cu- 
bica A B , ( Fig.  po.  ) il  di  cui  affé  A P è afintoto  dell’ 
evoluta  L Q . 

L’evoluta  CLQ  della  femi- parabola  cubica  ABM 
dell’equazione  aax—y ! à un  punto  di  regreffo  L , 
però  due  rami  LQ , LC\  fviluppando  il  ramo  LQ , 
fi  genera  la  porzione  B A ; fviluppando  il  ramo  L C , 
la  porzione  infinita  BM. 

Per  determinare  il  fleffo  contrario  L , prendo  il  va- 
lore del  raggio  ofculatore  , che  in  quella  curva  è 


~9y'+-a*  * , il  quale  deve  effere  un  minimo  , 

6a*y 

Tom.  IL  Y e 
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e però  differenziando 

« j 

3 X i8j4  v*dy  X pv*+-  a*  a — a*dy  X y>4->-fl4  1 — 0 » 

6a%yy 

cioè  4 <y  + — a*  — o , quindi  y — j y a*  , e furrogato  que- 

fio  valore  in  luogo  di  y nell'equazione  aax-y ’ , avere- 

ino  x—  M a*  . Prefa  adunque  A P = a*  , e con- 
9 >'S  9***f 

dotta  l’ordinata  PB,  il  punto  di  regreffo  L farà  nel!a_. 
nomiti  c al  punto  B della  curva;  e nell’efpreflìone  del 


raggio  ofculatore  pollo  j/  a*  in  luogo  di  y,  averemo 
il  valore  di  B L . 

In  altro  modo.  Differenziando  l’equazione  aax—y\ 

2 1 ^ 2 

o lia  y = a ! x 3 , farà  dy  = j a 3 x ! dx  , d.ìy  ~ 


% — f x — ii 

— a a 1 x 3 dx1 , dddy  ~ io  a 3 x 3 dx  ' , polla  dx 
v -i 

collante  ; quindi  , prefa  la  forinola 
dx 1 dddy  +-  dy 1 dddy — $Jyd.!y-  — o , e follituiti  i valori  , 


fi  averà  A P — y/  a* 


91 IX,- 


ESLM- 


l 
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ESEMPIO  III. 


12 6.  Sia  la  curva  ABD  { Fig.  9 1.  ) un’  elliflì  , o 
un’  iperbola  , il  di  cui  alle  AH  =.  a , cd  il  parametro 
AF  — by  AP  — x y PB—yt  e l’equazione 

y—^/ abx  +:  bxx . Differenziando , farà  dy  — abdx  ~ ibxdx , 

aabx abxx 

e ddy  - — a * bbdx 1 , prefi  dx  per  collante  . 


! 

4 X aabx  ~ abxx  4 

_? 

Fatte  le  foflituzioni  nella  formola  dx^dv1  4 del 

— dxddy 

gio  ofculatore  , farà  • 

1 

BG  Q — 4 aabx  P qjbxx  +-  aabb  +r  4 abb  v ■+-  4 bbxx  1 . 


2.1 5 bb 

la  normale  BG  fi  troverà  edere 


Mg- 


Ma 


= qiabx  •^.qabxx  -t-aabb^:  4 ib*>x  +-  ^bhXx  1 , dunque  fa- 

2J  . - 

rà  il  raggio  BGQ  = 4BG  ; adunque  prefo  il  parame- 

* bb 

fi  » 

tro  b per  primo  termine,  la  normale  BG  per  fecon- 
do, e contiuovata  la  ferie  geometrica , il  quadruplo 

Y 2 del 
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del  quarto  termine  farà  il  raggio  olculatore  BQl 

Fatta  x — o nella  efprellione  del  raggio  osculatore , ù- 

i ì BGQ  — A M zz  b , e fatta  x zz  AO  z:  ~ a , fi  avrà 

X 

nell’  ellifiì  BGQzz  DOQ  zz  ok ab  , cioè  eguale  alla-. 
* 2 b 

metà  del  parametro  dell’  alle  conjugato  , ed  in  Q 
vi  farà  un  regredii  , e l’ evoluta  della  porzione-. 
AD  = DH  farà  MQ  ; della  porzione  DH  farà 
R Q ; ma  nell'  ipcrbola  il  raggio  fi  eftende  all*  infi- 
nito . 

Se  nell*  ellifiì  fi  faccia  a zz  b , il  raggio  ofculato- 
rc  BG.Q  farà  zza  , qualunque  fiafi  il  punto  B;  dun- 

Z 

que  i raggi  tutti  eguali  tra  loro , e l’evoluta  un  pun- 
to , cioè  a dire  l’ ellifiì , che  in  quello  cafo  diviene  un 
circolo , à per  evoluta  il  fuo  centro . 

ESEMPIO  IV. 

127.  Sia  la  curva  ABD  ( Fig.  92.  ) la  logaritmi- 
ca ordinaria , la  di  cui  equazione  è ady  = dx . 

~~y 

Differenziando  , prefa  dx  collante  , farà  ddy  zz 
dxdy  z.  yd x 1 , pollo  il  valore  di  dy  . Fatte  le  follituzio- 

A *<t 

ni 


L 
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ni  nella  formola  dx1 +- dy‘-  del  co- raggio  , areremo 


— ddy 

BE  — — aa — yy  , e perchè  nella  logaritmica  fi  trova, 
y 

cflere  la  fotconormale  PH  — yvt  farà  E Q = — a — yy . 

a a 

Prefa  adunque  PKr  TH,  ed  alzata  in  angolo  retto 
KQ,  incontrerà  effa  la  normale  HBQ  nel  ricercato 
punto  Q dell’evoluta  . 

Se  fi  voglia  determinare  il  punto  della  maflìma-, 
cqrvatqra  nella  logaritmica , cioè  il  punto  del  minimo 
raggio  ofculatore , fatte  le  foftituzioni  nella  forinola-. 

x l 

dxl-t-dyl  1 del  raggio  ofculatore,  farà  aa-t-yy1  , e_. 

— d x ddy  — ay 

differenziando  farà 


2 l 

— $ayydy  X<m+-v»'  +-  ndy  X +■  yy  1 

aayy 


— o 


e però 


O pure  , prefa  la  formola  del  num.  125.  dx'dddy 
dy 1 dddy — ’^dyddy 1 = o , e fatte  le  fotlituzioni  di  dy — 
ydx  , di  ddy  — ydx1  , di  dddy  = ydx1  , troveremo  itlef- 

a a.  at 


famente 


ESEM- 
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ESEMPIO  V. 

128.  Sia  ABD  ( Fig.  93.)  la  logaritmica  fpirale  , 
la  di  cui  proprietà  e , che  condotta  ad  un  qualunque-, 
punto  B la  tangente  ET  » e dal  polo  A la  orditura-, 
AB  , l’angolo  ABT  fia  Tempre  lo  dello  , e pelò  fatta 
AM  infinitamente  profilma  ad  AB , farà  collante  la- 
ragione  di  MR  ad  RB  , quindi  pofla  A B — y , l'archet- 
to BR—dx  , l’equazione  farà  a dx  — bdy,  e differen- 
ziando , fatta  dx  collante  , diy  — o . Prela  pertanto  la 
formula  del  co -raggio  num.  1 1 8. 

ydx 1 +-ydxdv 1 , per  le  curve  riferite 

d e 1 4-  dxdy  ' +•  ydyddx  — ydxddy  - ... 

al  fuoco,  la  quale  regolata  nell'ipotefi  di  dx  coflante 
è v./.v 1 +-  vdy 1 , e cancellato  in  quella  il  termine 

dx  ~ +-  dy 1 — yd.ly 

yddy , perchè  la  curva  ci  dà  Ady  — o , e farla  la  follitu- 
zione  del  valóre  di  dx , o di  dy  , ovvero  divifo  il  nu- 
meratore , e denominatore  per  dx'+-dyl,  farà  il  co- rag- 
gio B A — y ; 

Adunque,  condótta  AC  normale  ad  ^B,  incon- 
trerà ella  la  perpendicolare  B C nel  ricercato  punto  C 

dell’ 
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dell’evoluta,  e perchè  la  fottonormale  AC—ay  , farà 

V 

B C — y \/  aa  +■  bb  . 


Condotta  la  tangente  ET  alla  curva  nel  punto  B , 
faranno  limili  i triangoli  TCB,  CBA  , e pelò  eguali 
gl’ angoli  TEA  , ACE. ; ma  l’angolo  TBA  è Tempre 
collante  , dunque  lo  farà  ancora  l’angolo  ACB  ; e perù 
•l’evoluta  AC  farà  la  llefTa  logaritmica  fpirale  ABD, 
ma  inverfamente  polla  . 

% 

. . I 

ESEMPIO  VI. 

1 2p.  Sia  AB  D ( Fig.  93.)  la  fpirale  iperbolica,., 
la  di  cui  proprietà  è , che  la  fottotaegente  Ila  co- 
llante . 

Fatte  dunque  le  llelTe  cofe  dell’Efempio  antece- 
dente , l’equazione  della  curva  farà  yix  — a , o Ila— 

<-'y 

yix  — aJy  ; quindi  differenziando,  polla  dx  collanti^  , 
d.!v  — dxdy  . Prefa  per  tanto  la  formo  la  del  co -raggio, 

a 

che  all’  ipotefi  di  dx  collante  corrifponde , cioè 

yix 1 4-  yiy 1 , indi  lolliiuito  in  luogo  di  ddy  il  valo- 

ixl  4-  dy1 — ydiy  ■ ■ 

re 
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re  dxdy  , ed  in  luogo  di  dy  il  valore  ydx  dato  dall’ 

a • 

equazione  , farà  il  co  - raggio  = y X yv  • 

aa 

Ma  poiché  la  fottotangentc  A T è = a , e la  fotto- 
normale  AC—yy , farà  TC—aa  +-yy  ; dunque  la  quar- 

a • « 

ta  proporzionale  della  fottangente  TA  , e della  TC,  e 
dell'ordinata  ci  determina  il  co- raggio  . Quindi 
dal  punto  C condotta  parallella  alla  tangente  BT  la_. 
CQ  , che  taglia  in  Q la  ordinata  BA  prodotta  , farà 
B Q il  ricercato  co  - raggio  . 

Poiché  per  i triangoli  limili  B*AT,  CAQ  , lì  ave- 
ri CA  , AQ  ::  TA  , AB,  e permutando  CA , TAr.AQ, 
AB  , e componendo  TC,  AT::  QB  , AB  , ed  inver- 
tendo TA  f TC::  BA  t BQ  ; il  che  ec. 

ESEMPIO  VI. 

130.  Sia  il  fettore  di  circolo  ADN , ( Fig.  ^4.  ) 
c condotto  dal  centro  A un  raggio  qualunque  AB?  , 

„ m - m 

.lì  faccia  N D,  NP  ::  AP  , AB  , il  punto  B farà  nella 
curva  ABD,  che  è una  delle  fpirali  all'infinito,  la  di 
cui  equazione  , fatto  NPD  - b , NP  — z , il  rag- 
gio 
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gio  AP -a , AB-y , farà  ym  zz  amz  , e differenzian- 

b 

do  imym’-'  1 dy  — am dz  . Ma  condotto  il  raggio  Ap 
ì 

infinitamente  profilino  ad  AP  , e chiamata  BR  — dx, 
per  i fettori  limili  A Pp  , ABR  , farà  dz  — adx  , 

y 

quindi  porto  querto  valore  in  luogo  di  dz  nell’  equa- 
zione differenziale  , farà  my  m dy  =:  am  +■  1 dx  , e pe- 

b 

rò  di  nuovo  differenziando  , prefa  dx  cortame-.  , 
mmym~  ’ dy1  +-  my  m ddy  — o , cioè  yddy  — — mdy 1 . 
Fatta  pertanto  la  follituzione  di  querto  valore , e del 
valore  di  dx  nella  formola  del  co -raggio  , farà  BE  zz 

y ,<  mwoby  -m  +■  aim'h  1 _ gj  faccja  7 ‘AC  perpendi- 
tnmbby  un  -t- 1 +-  m Xaim  1 

colare  ad  A B , e fi  tiri  la  tangente  BT  della  curva  in 
B , e BC  normale  , farà  AT  — mbym+- 1 , AC  = 

am+-' 

amJr~x  5 e però  TC  — tnmbby im  +.  t quindi  la 

mby  m — 1 tuba  m +*  xy  m — * 

quarta  proporzionale  di  TA+-  tu  +-  1 X ACt  di  TC,  c 
di  A B farà  y X mmbby +•  a +- 1 z:  B E , e però 
• - •. . mmbby im  +.  1 j.  ??;  X n **  ■*"  * 

‘Tetti,  U.  7,  con- 
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condotta  E Q parallela  alla  T C , incontrerà  la  norma- 
le BC  nel  punto  Q,  che  farà  all’evoluta  . 

r * oh.:  : : !'  • - ' 

ESEMPIO  VII. 

t • t ' '*  * 

1 3 1 .* r Sia  la  curva  ABD  ( Fig.  95.  ) la  metà 
dilla  cicloide  ordinaria  , la  di  cui  equazione  dy  = 

dx  j / 2 a — xr  e {Tendo  AC  — za  , A P — x , PB  = y . 

. .1  . 

Differenziando  , prefa  dx  collante  , farà  ddy  = 
— <7 dx1  , e podi  quelli  valori  nella  formolo-* 

x V'  zax  — xx 

‘ J 

del  raggio  ofculatore  dx’-  +-  dy1  1 , farà  B Q zz 

— dxddy 

2 1/ 4.7.2  — - 2<7.v  ; ma  la  normale  BG  = 1/4 ia  — 2 ax  zz 
alla  corda  F.C  , dunque  il  raggio  ofculatore  BQ  — 
iBG  zz  2 EC. 

Fatta  x — o , per  avere  il  raggio  ofculatore  nel 
•punto  A,  farà  BQ  — AN  zz  qa,  e però  CN—  CAzz  za  . 

Fatta  x zz  za  , il  raggio  ofculatore  nel  punto  D 
farà  = o , e però  l’evoluta  principia  in  D , e termina 
in  N . 

Poiché 
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Poiché  la  tangente  in  B della  cicloide  è paral- 
lela alla  corda  E A , ( num.  47.  ) farà  la  normale.» 
BQ  parallela  alla  corda  EC  . Ciò  pollo,  fi  compifca 
il  rettangolo  DCNS,  ed  al  diametro  DS  — CN~AC 
fi  deferiva  il  femicircolo  DIS,  e lì  tiri  la  corda-. 
DI  parallela  alla  BQ,  o fia  alla  EC  . Saranno  gl’ 
angoli  COI  , DCE  eguali  , e per  confeguenza  gl’ 
archi  DI  , CE  , e le  corde  ; dunque  DI  , GQ 
eguali,  e parallele,  e condotta  IO,  farà  effit  eguale, 
e parallela  a DG  ; ma  per  la  proprietà  della  cicloi- 
de, la  DG  è eguale  all’arco  EC,  e però  all’arco  DI , 
dunque  l’arco  DI  —IQ,  ed  il  femicircolo  DIS  — SN, 
quindi  l’evoluta  DQN  è la  lidia  cicloide  DBA  inver- 
famente  polla . 

132.  Avuta  fuffìciente  notizia  , e ritrovate  le  for- 
inole de’  raggi  ofculatori  , non  è difficile  il  ritrovare.» 
la  formola  de’  regredì  della  feconda  fpecie  di  fopra_» 
prometTa  al  num.  98. 

Sia  la  curva  BAC  ( Fig.  96.)  con  un  fleffio  con- 
trario in  A , e fi  fviluppi  dal  filo  principiando  m un_» 
qualunque  punto  D diverfo  dal  dello  contrario  A . Lo 
/viluppo  della  porzione  D C genera  la  curva.  D G ; 
quello  della  porzione  D A la  curva  DE  ; e quello 
della  porzione  AB  la  curva  EF  di. modo,  che  lo  /vi- 
luppo di  tutta  la  BAC  formerà  la  intera  curva  FE  D G; 

Z 2 la 
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la  quale  a due  regredì , uno  in  D della  folita  forma-. 0 
poiché  i due  rami  DE,  DG  fi  voltano  le  convelliti, 
l'altro  in  £ della  feconda  fotta  , per  eirere  i due  rami 
ED,  EF  concavi  verfo  la  lidfa  parte  . Sieno  NM0 
Num  due  qualunque  raggi  infinitamente  prolTimi  dell* 
evoluta  DA  , ed  NH , nH  due  normali  alla  fteffa— , 
faranno  fimili  i due  lettori  infinitefimi  NmM , HNn  , 
quindi  H N , A Nn  , Mm\  ma  nel  punto  del  flef- 
lo  contrario  A , il  raggio  HN  ( num.  121.  ) deve  ede- 
re o infinito,  0 eguale  al  zero,  ed  il  raggio  N M , 
che  diventa  AE,  rimane  finito,  adunque  nel  cafo  del 
Aedo  contrario  A , cioè  nel  punto  del  regredì)  £ della 
feconda  forra  , la  ragione  di  Nn  , Mm  , vale  a dire-» 
la  ragione  della  differenziale  del  raggio  MN  all'  ele- 
mento della  curva  , deve  edere  infinitamente  grande  , 
o infinitamente  piccola . Ma  la  foratola  del  raggio  MN 
i 

è Jx'+-  dv'-  1 , prefa  dx  collante  , il  di  cui  differenzia- 
— dxddy 

jt 

le  è — ydxdyddy - V dx 2 +•  dv 1 +-  dxdddy  X dx*  +•  dyl  1 > 

dx1ddy1 

ed  Mm  — Ydx'-t-dy1,  dunque 

Nn  — dx1dddy  +-  dy‘  dddv  — 3 dyddy s = al  zero  , o all’in- 
Mm  dxddy1 

finito  , forinola  per  i regredì  della  feconda  forra  . 

Quella 
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Quella  forinola  è la  {leda  della  ritrovata  al  num. 
'125.,  ma  in  quel  luogo  ella  ferve  per  i regredì  della 
prima  fona  delle  evolute  , e quella  per  i regredì 
della  feconda  Torta  delle  curve  genite  dell’evoluto, 
edendo  x , ed  y le  coordinate  nell’uno,  e nell’altro 
cafo  delle  curve  genite  . 
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Del  Calcolo  Integrale . 

IL  Calcolo  Integrale  , che  fuole  dirli  ancora  cal- 
colo fommatorio  , . è un  metodo  di  ridurre  una 
quantità  differenziale  a quella  quantità , di  cui 
efla  è la  differenza  , onde  le  operazioni  del  cal- 
colo integrale  fono  oppofte  a quelle  del  differenziale  , 
e però  fi  chiama  ancora  metodo  inverfo  delle  fluffioni^ 
o fia  delle  differenze.  Per  cagion  d'efempio  il  differen- 
ziale di  x è dx , e per  confeguenza  x è l’ integrale  di 
dx . Quindi  farà  fegno  ficuro,  che  fia  giuflo  .quell’inte- 
grale , che  differenziato  reffituirà  la  quantità  propoffa 
da  integrarli.  In  due  diverfe  maniere  fi  ricercano  gl’in- 
tegrali delle  formule  differenziali , in  una  per  mezzo  di 
efprdfioni  finite  algebriche  , o ridotte  a quadrature-» 
fuppofle  ; nell’altra  facendo  ufo  delle  ferie  . Delle  rego- 
le della  prima  maniera  tratterò  nel  primo  Capo;  dell’ 
altra  nel  fecondo,  a cui  aggiungerò  il  terzo  dell’ufo  di 
effe  regole  per  le  retificazioni  di  curve  , quadrature  di 
fpazj  ec. , e finalmente  il  quarto , che  tratterà  del  Cal- 
colo Efponenziale  . 

a • CAPO 
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rcgo/*  de/P  integrazioni  efpreffe  da  formale  finite 
algebraiche  , o ridotte  a quadrature  fuppofie  . 


r 


!.  Come  nelle  quantità  incomplefle  elevate 
qualunque  potetti  il  differenziale  loro  è il  prodotto  dell’ 
efponente  della  variabile  nella  variabile  fletta  elevata- 
alla  medefima  poterti  diminuita  dell’unità  , e moltipli- 
cata  nella  fua  differenza;  cosi  l’integrale  del  prodotto  * 
d’una  variabile  elevata  a qualunque  potetti  nella  diffe- 
ftnza  della  fletta  variabile  è la  variabile  elevata  alla— 
potetti,  il  di  cui  efponente  Ha  accrefciuto  dell’unità,  di- 
vifa  per  lo  fletto  efponente  cosi  accrefciuto , e ciò  qua- 
lunque fiafi  P efponénte  della  potetti  della  variabile  nel- 
la  formola  differenziale  , cioè  pofitivo,  o negativo  , in- 
tiero , o rotto.  Per  efempio  l’integrale  di  mxm—'dx 

fari  m—  i +*  i , cioè  xm  , L’integrale  di  * "da? 

+_  m 4-  i t »H-  » 

lari  egli  x . " , cioè  nx  " . 

+•  m 4-i  ‘ 

. , H m • . . A ? 

2.  Nè  punto  alterano  la  regola  le  quantità  collan- 
ti incompleffe,  o compiette  , per  le  quali  Ila  moltiplica- 
ta , o divifa  la  formola  differenziale,  rimanendo  effe- 
ndi’ 
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nell*  integrale , quali  erano  nella  formola  differenziale  , 
e però  l’integrale  di  aax”dx  farà  aaxn+' 1 

iT+T,  X mi  — ce 

Che  fe  la  formola  differenziale  farà  una  frazio- 
ne, il  di  cui  denominatore  fia  pure  una  qualunque  poteftà 
della  variabile  moltiplicata  ancora , fe  fi  vuole  , per  qua- 
lunque collante  , come  a dire  la  formola  xmdx  , 

'*  Qtix  ” — bbx  n 

cioè  xmdx  ‘ , come  ohe  cffa  è la  medefima  di 

aa  — bb  X x ” 

quella  xm~r"dx , farà  perciò  foggetta  alla  data  regola . 

<4  — bb 

4.  Ma  quìi  fa  d’ uopo  avvertire  , che  acciò  gl'  inte- 
grali fieno  compiti , devefi  ad  elfi  fempre  aggiungere , 
o da  efiì  fottrarre  una  quantità  collante  a piacere  , la- 
quale  ne*  cali  particolari  fi  determina  poi  , come  fi  ve- 
drà a fqo  luogo  . • 

Quindi  l’integrale  compito,  per  efempio,  di  dx  farà 
x±.a , ( intendendo  per  a una  collante  qualunque)  di  xxdx 
farà  x ' ±.  a1 , e cosidegl’altri . La  ragione  di  ciò  è,  che  non 
T 

avendo  le  quantità  collanti  differenziale , la  dx  tanto  può 
effere  la  differenziale  di  x , quanto  di  x +-  a , quanto  di 
x — b ec. , e però  tanto  * , quanto  * ■+-  a , quanto  x — b ec. 
poffono  cfiere  gl*  integrali  di  dx  ; lo  lidio  vale  di  qualun- 
que altra  formola  . 


a 2 


. > • 
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5.  La  fletta  regola  d'integrare  ferve  per  le  for mo- 
le differenziali  compiette  , cioè  compofle  di  molti  ter- 
mini, purché,  fe  anno  denominatore,  fia  egli  o tutto 
collante  , o fe  contiene  la  variabile  , fia  incompleffo  , 
cioè  d'un  folo  termine  , o riducibile  ad  efler  tale  . 

Imperocché  in  quelli  cali  la  forinola  differenziale 
compietti  fi  rifolve  in  altrettante  incomplefle,  quanti 
fono  i termini  della  compietti , e però  ciafcheduna  è 
foggetta  alla  mentovata  regola  . Sia  la  formolo 
bxm dx  +■  aaxm~  ' dx  ; quella  equivale  alle  duo 

aa—bb 

bxmdx  +■  aaxm~ldx  , c però  gl’integrali  di  queflo 

aa  — bb  aa  — bb 

due  forinole  faranno  1*  integrale  della  prima  , cioè 
• bxm  +-  1 +*  aaxm  — /• 

ni  +.  1 Xat—bb  m Xaa— bb  . . : \>i  J\ 

Sia  bx'ix — a*dx  ; quefla  equivale  alle  duo 

axx  -1-.  cxx  • , • ( ( 

bx'dx  « — a*dx  , cioè  bxdx  — a*x~'1‘dx  t o 

e—cX**  a— cX**  a — c 

hxx  - ci  * x 1 

però  l’integrale  farà  '■ — rr==  ±r  / , cioè 

r *As—C  — i A a — c 

bxx  a 4 ir  f • 

— 1(  «HlX  X * • • ‘ 

Sia  bxm dx — aaxm—  1 dx  ; quefla  equivale  alle  due 

bxm~‘tdx — aaxm~  3 peperò  l’integrale  farà  — 1 — 

W _ I 

aaxm~  1 £ f • 
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<f.  Se  itr  oltre  la  formola  differenziale  complefla— 
farà  elevata  a qualche  poteftà  , il  di  cui  elponentc  fu 
polì  rivo , ed  intiero,  ridotta  effr  attualmente  alla  dat* 
potellà  , ciafcun  termine  s’integrerà  colla  ile  fifa  regola. 

7.  Tutto  ciò  , cl»e  fin’ ora  6 detto*»  procede  quan- 
do nella  formola  differenziale  neffun  termine  vi  fia,'in 
cui  I’efponente  della  variabile  Ha  l'unità  negativa,  co- 
me adx  , 0 Ha  ax  ~~*dx , imperocché  fecondo  la  rogo- 

■ / 

X ? . ‘ *• 

la  l’integrale  farebbe  o fra  axn , cioè  iufì- 

— I +-  1 o ..  . , 

nito  ; il  che  nulla  ci  fa  fapere  . 

8.  In  quelli  cafi  adunque  bifogna  ricorrere  ad  altri 
metodi . Due  fono  quelli , che  fervono  : uno  per  mez- 
zo d’ una  curva  , che  fi  chiama  Logaritmica  , ed  anco 
Logijlica , l’altro  per  mezzo  di  ferie  infinite.  Delle  le- 
rie  infinite,  delle  quali  in  moltiflimi-  altri  cafi  fi  può 
fare  ufo  , come  fi  vedrà , ne  parlerò  nel  fecondo  Capo . 

9.  Per  ora , quanto  alla  Logaritmica  , ella  è mia- 
curva  di  tale  proprietà  , che  prefe  nell’  affé  le  affiffe  in— 
proporzione  aritmetica , le  corrifpondenti  ordinate  fono 
in  proporzione  geometrica.  E però  l’ affé  AD  (Fig.i.) 
fi  divida  in  parti  eguali  AB,  BC,  CD  cc.  , fu  i punti 
A , B,  C,  D cc.  fi  eriggano  le  perpendicolari  AE, 
BF , CGt  DH  ec.  tali , che  fieno  tra  di  loro  in  geo-' 
metrica  proporzione  ; i punti  E,  F,  G,  H ec.  faranno 

nella 


• 
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nella  curva  , e di  nuovo  dividendo  in  parti  eguali  le 
AB , BCec.y  e fopra  le  divilioni  alzando  le  perpendi- 
colari nella  fletta  geometrica  proporzione  , li  averanno 
altri  punti  intermedi,  e finalmente  moltiplicando  in  in* 
finito  le  divifiooi , avremo  infiniù  punti , cioè  la  curva 
fleffa  . , • ■ . 

Divifo  adunque  l’atte  in  parti  infinjtilfime , ed  egua- 
li , fia  una  di  quelle  CM—dx  , l’ordinata  CG—yt  e 
ad  etta  infinitamente  proflìma  MO  , farà  adunque.. 
NO  — dy  . Sia  un’altra  ordinata  DH- z,  ed  altre,  quan- 
te fi  vuole,  corrifpondenti  ad  affitte  aritmeticamente  pro- 
porzionali . Averanno  adunque  ette  ordinate  tra  loro  la 
medefima  proporzione  , ma  per  confeguenza  faranno’ 
pure  nella  fletta  proporzione  le  loro  differenziali , adun- 
que farà  dy , dz  ::  y,  z,  o fia  dy  ^.y  z;  onde  farà 
collante  la  ragione  di  dy  alla  y , re  però  affumendofi 
collante  la  dx  , farà  dy , y : : fa  » « » ci°è  ady  =z  dx , equa- 

y 

zione  della  curva  . 

E’  facile  il  vedere  , che  la  fottangente  di  quella^ 
curva  farà  fempre  collante  , imperocché  nella  formoli 

generale  della  fottangente  (—•)'  follituito  in  luogo  di 

y il  valore  dato  dall’  equazione  della  curva  , avralfi 
ydx-adydx—a  . Ma  comecché  la  progreffione  geome- 

dy  dxdy  ...  »-  ’ 

trica  crelcente  delle  ordinate  fi  può  produrre  in  infini- 
. to 
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t©  , crefcendo  pure  In  infinito  aritmeticamente  le  aflìllè, 
anderà  in  infinito  la  curva e*  f<?mprc  allontafiandofi, 
dall’afie.  E perchè  la  fteffa  progreflione  ' fi  . può  pro- 
diere ancora,  in  ‘infinito  , ma  decrefcentc  , .crefcendo 
Tempre  le  affifie  , andetà  da  quell’ Jltra  parte  ip  infinito 
la  cufva , ma  Tempre  accollandoli  all’ alle  lènza  toccar- 
lo mai  , e però  farà  egli  afintoto^di  efla  curva. 

io.  In  quell’ altra  maniera  ancora  , fra  le  molte  , 
fi  può  intendere  deferitta  la  Logaritmica  . 

Sia  la  retta  indefinita  MH  ( Fig.  z,  ) divifa  in  parti 
eguali  M'Nt  NB,  BK  et. , e prefa  NI  a piacere,  fui 
punto  I fi  alzi  la  normale.  70  di  quella  grandezza  , che 
fi  vuole  , indi  fi  conduca  NO,  e fui  punto  A fi  alzi  la 
normale  AC  fin  che  incontri  NO  prodotta  in  C;  dal 
punto  B fi  tiri  BC,  e fui  punto  E fi  alzi  la  normale 
E D , che  incontri  B C prodotta  in  D ; dal  punto  K fi 
tiri  KD,  e fui  punto  F fi  alzi  la  normale  FP , che  in- 
contri K D prodotta  nel  punto  P ; e nello  ftelfo  modo 
fi  continovi  in  infinito  l’operazione,  ed  i punti  0 , C, 
D,  P ec.  faranno  nella  curva  logaritmica.  Per  avere  i 
punti  intermedj  fra  0,C,D,P  ec.  fi  dividano  per  me- 
tà le  porzioni  MN,  NB  , e ripetuta  la  fletta  operazio- 
ne , fi  avranno  altri  punti  , e finalmente  col  moltipli- 
care in  infinito  le  divifioni  eguali  nella  retta  MH , cioè 
col  fupporre  infinitefime  , ed  eguali  le  porzioni  MN , 
NB  ec.  areremo  infiniti  punti  , i quali  ci  fegneranno  la 

curva 
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curva  logaritmica  , la  di  cui  fottangente  , (tome  appari- 
le dalla  coflruzione , farà  Tempre  collante  . Chiamata 
adunque  NI= a,  e polle  ztdx  le  infinitefime  collanti 
porzioni  dell’ alle  , fia  l’ordinata  GR—y , GH—dx, 
TS  — dy  ; per  la  finfllitudine  de' triangoli  STR , RGA , 
farà  dy , dx : :y , a,  cioè  ady=dx , equazione  della  curva. 

~7~ 

Da  quella  coltruzionc  fi  deduce  pure  quello  , che 
la  prima  fuppone  , vale  a dire  la  primaria  proprietà 
della  logaritmica , che  fieno  in  geometrica  proporzione 
le  ordinate,  che  corrifpondono  alle  alfilTe  in  proporzio- 
nearitmetica. Imperocché , fuppolle  infinitefimt;  le  egua- 
li porzioni  delTalTe,  l’archetto  OC  farà  la  tangente  NO 
prodotta,  l’archetto  CD  farà  la  tangente  BC  prodotta, 
l’archetto  PD  la  tangente  KD  prodotta,  e cosi  di  tutti 
gl’ altri  ; faranno  adunque  fienili  i triangoli  OIN , C AN , 
e però  farà  01,  CA::NI,  N A ; cosi  pure  per  la  firoi- 
litudine  de*  triangoli  CAB , DEB  farà  CA,  DE::BA , 
BE’,  ma  NI—BA,  NA—BF.  , adunque  farà  0/, 
C A::  CA , DE  , e cosi  fucceflivamcnte  ; e però  le  or- 
dinate faranno  in  continua  proporzione  geometrica-. . 
Quindi  anche  confiderando  I’affe  non  divifo  in  parti  in- 
finitefime  , ma  finite,  ed  eguali,  perchè  le  intermedie 
ordinate  proporzionali  fra  IO  , per  efempio  , e CA  fo- 
no nè  più , nè  meno  di  numero  delle  intermedie  fra 
CA,  e DE,  c così  dell’altre;  faranno  pure  le  1 0 , 

CA, 
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CAt  DE  in  proporzione  geometrica  corrifpondenti  ad 
affitte  in  proporzione  aritmetica  . Anzi  prefc  due  ordi- 
nate a piacere  , e prefe  due  altre,  dovunque  fi  vuole', 
purché  la  diitanza  fra  la  prima , e la  feconda  Ha  la-, 
fletta  della  diflanza  fra  la  terza,  e la  quarta,  come  fa- 
rebbero iO,  CA?  RGj  SH  ; farà  la  prima  alla  feconda, 
come  la  terza  alla  quarta  . ■ ' • ■ 

La  curva  logaritmica  non  fi  può  geometricamente 
defcrivere  , bensì  organicamente  , e però  è una  curva 
mecanica , e l'ittìpoffibilità  di  edere  geometricamente 
defcritta  è la  fletta  dell’impoffibilità  della  quadratura., 
dello  fpazio  iperbolico , come  fi  vedrà  a fuo  luogo  \ 
quindi  gl’integrali  di  quelle  formale  differenziali , che 
portano  alla  logaritmica  , fi  dicono  ancora  dipendere 
dalla  quadratura  dell’iperbola  . 

Nella  logaritmica  adunque  le  porzioni  dell* atte  , o 
fia  le  affitte  prefe  da  un  punto  fitto  corrifpondono  alle 
ordinate  in  quella  guifa  appunto  , che  nelle  tavole  tri- 
gonometriche corrifpondono  i logaritmi  alla  ferie  natu- 
rale de’  numeri  .* 

n.  Ciò  pollo  fia  ( Fig.  3.  ) la  logaritmica  DC,  la 
di  cui  fottotangente  eguale  all'unità,  o pure,  fe  fi 
vuole  , eguale  alla  collante  a,  e fia  l'ordinata'  AD 
eguale  alla  fottangentc  , cioè  eguale  all’ unità  , o fia_. 
alla  collante  a , che  fa  figura  d’unità  .’  Prefa  una  qua- 
lunque affitta  AB—x  , fia  BC—y  , ma  l’equazione  della 

b curva 
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curva  è ady  — dx , adunque  l'integrale  di  ady  farà  *• , 

: j ~T  . . > 4- 

ma  x—  AB  t ed  *4  5 c il  logaritmo  di  E C * cioè  di 

adunque  fervendoli  del  fegno  J“  per  lignificare  integra- 
le o fomma  , che  vuol  dire  lo  fleffo  t e del  fegno  / , 
che  vuol  dire  logaritmo,  farà  r ady—ly  nella logaritmi- 

J y i ' 

•tir.  r +'  ()«  » ; ^ ^ • . 

ca,  la  di  cui  fottangente  fta  = a . indiamente  farà 
dy  = ìy  nella  logaritmica  della  fottangente  = i ; 


fr 


' bdy  — ly  nella  Ipgaritmica  della  fottangente  = b ; 


n 


/'ady  —lb  *-y  nella  logaritmica  della  fottangente  — a , 
h+  y . 

cioè  prefa  nella  logaritmica  la  ordinata  BC—AH~yt 
fe  ad  ella  fi  aggiungerà  HK—b9  e fi  condurrà  ,KG 
parallela  all’ afintoto  , e fi  abballerà  GE  parallela  ad 

AD  , farà  GE—y+-by  e però  AE—lb-i-y. 

ji.  Dalla  natura  della  logaritmica,  chiaramente,  lì 
vede  , .che  qualunque  volta  la  quantità  , di  cui  fi  vuole 
il  logaritmo  , è quantità  infinita , facendo  efTa  figura  di 
ordinata  infinita  nella  logaritmica  , farà  pure  infinita-. 
l’ intercetta  nell’  affé  fra  ella  , cd  il  punto  A , e però  in-) 
finito  il  logaritmo  ; e fr  ella  farà  aguale  alla  prima  AD  f. 
cioè  alla  fottangente  , il  logaritmo  farà  eguale  al  zero; 


tv  I..J 
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e fe  farà  minore  di  AD , come  farebbe  R , fi  Joga-i 
ritmo  farà  SIA  9 e negativo  ; e finalmente.  fc  far^^p, 
il  logaritmo  farà  infinito.  Se  la  forraola^dlffereuzialo 

folle  — dy  , l’integrale  farebbe  — ly  , e fé  foife — dy. 


y ?fty, 

l'integrale  farebbe  — la  +-y  , ma  fe  farà  — dv  , l’inte- 

a~y 

- ■'  . .......  „ f t jj.  r —il.  i 

graie  farà  /a — e fe  farà  dy  , l’integrale  farà  — / j — y, 

a—J 

intendendo  quefli  logaritmi  nella  logaritmica  della  fot- 
tangente  eguale  all’unità  . La  ragione  di  ciò  fi  è , che 

ficcorac  l’integrale  di  dy  è ly  , cosi  il  differenziale  di 


y * 

ly  è dy , c generalmente  parlando , il  differenziale  di 

y , - , . 

una  quantità  logaritmica  è la  frazione  , il  di  cui  'nume* 
ratore  fia  il  prodotto  della  fottangente  nel  differenziale 
della  quantità , ed  il  denominatore  la  quantità  fiefTa_. , 

adunque  il  differenziale  di — la+-y  farà'  — ‘dy  j iPdiìfj- 
. • 1 - v**nt  ■■  bi-i  . i 

renziale  di  la — y farà  — dy  ; il  differenziale  di  — /«— -y 

. . ‘ “■  y /.  j 1 1 , * , * mv.  o iiii.iM 

farà  dy  , fuppofla  la  fottangente  della  logaritmica 

•—y  . - 

e quando  non  fu  tale  , fi  moltiplicheranno  i numerato- 
ri dei  differenziali  nella  data  fottaogente  . 

13.  Ma  poiché  la  logaritmica  non  à ordinate  nega- 

b 2 tive , 
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tive  , pare  , che  non  fi  faprebbe  ritrovare  la  quantità  J 

che  corrifponda  all’ efpreflìone  la — y , cioè  quale  Ha  il 
logaritmo  di  a — y , qualora  a — y fia  quantità  negativa, 
cioè  y maggiore  di  a ; ma  in  quello  cafo  avvertafi , che 

è la  fleffa  cofa  la — y , e ly  — a , e che  in  tale  fuppo- 
flo  effcndo  y— a pofitiva  ella  può  efferc  ordinata  nella 
logaritmica , ed  in  fatti  differenziando  il  primo  logarit- 
mo fi  à — dy  , differenziando  il  fecondo  fi  ì ày  , e 
o — y y~ 3 

mutando  i fegni  al  numeratore , e denominatore , fi  à — dy, 

« — y 

che  è Io  fleffo  del  primo  ; 

14.  Dalla  proprietà  della  logaritmica  altre  fe  ne  de- 
ducono intorno  alle  quantità  logaritmiche  , ed  in  primo 
luogo , che  il  multiplo  , o fubmultiplo  di  un  logaritmo 
farà  il  logaritmo  della  quantità  elevata  alla  poteflà  del 
dato  numero,  cosi  2 Jx  — lxx',  ilx-/xìi\/xzz/u,x; 

-/ar=2/|/,x  \_nlx~lx”  j - /*=/*  « , e la  ragione  fi 
è , perchè , prefa  nella  logaritmica  una  qualunque  ordina- 
ta OP—y  , il  di  cui  logaritmo  è AO  ( Fig.  3.  ) , fe  fi 
faranno  AO,OS,  SP  e c.  eguali  tra  loro  , faranno  AOt 
AV  aritmeticamente  proporzionali,  c le  ordinato 
AD  , 0 P , 57*,  PI  cc.  faranno  geometricamente  pro- 
porzionali, onde  polla  AD  eguale  all* unità,  OP  =.y  , 

farà  ST—yy , PI=y'  ec.  , ma  AS  doppia  di  AO  è lo- 

- " y‘i  j' a r.  1 f“  ili  ..  j . » 

. ,'.,i  * d garitmo 
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garitmo  di  yy  , cioè  1 yy  , ed  AF  tripla  di  A 0 è ly  * ; 
adunque  2 / y — lyy , 3 ly  — ly'.  Cosi  pure  , polla  AO—ly, 
e divifa  per  metà  in  Af,  farà  \/ y y e però  A M~ 

~AO,  cioè  -{ly,  farà  ly*  . IlldTamentc  polla  QR—y, 
e divifa  A Q in  tre  parti  eguali  in  Af , cd  0 , farà 

MN  = y , cioè  ^7  » ma  A M 1 y , adunque-» 

ly  — ly’ì,  c cosi  degl* altri  . 

Nè  devefi  ommetiere  di  avvertire  , che  l'integrale 

di  — dy  non  è folo  — ly  , come  fi  è veduto  al  num. 

y 

12. , ma  che  può  efprimerfi  anco  per  /~  , o fia  ly~ 

conciofiacchè  prefa  nella  logaritmica  una  qualunque  or- 
dinata OP—y , e fatta  Afi—AO,  farà  per  la  natura^ 
della  curva  0 P , A D ::  A D , si  A , cioè  > , 1 : : r , 
fi  a = 1 ; ma  A fi  è il  logaritmo  negativo  di  OP  , cioè 

T 

di  ^ , ed  è affieme  il  logaritmo  di  ^a,  dunque  farà 
— ly—lj  zzly—  1 y vale  a dire  , che  il  logaritmo  nega- 
tivo di  una  qualunque  quantità  farà  Io  Hello  del  loga- 
ritmo pofitivo  della  frazione  , di  cui  elTa  quantità  formi 
il  denominatore  , o Ha  della  quantità  fteffa  con  l’efpo- 

nente  negativo;  cosà  farà  — m ly  ~1  ~m  — ly~ " . 

1 y.  In  oltre  la  fomma  di  due  , di  tre  ec.  logaritmi 

farà 
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fari  eguale  al  logaritmo  del  prodotto  delle  quantità, 
delle  quali  cfli  fono  i logaritmi  , e la  differenza  di  due, 
di  tre  ec.  logaritmi  farà  eguale  al  logaritmo  della  fra- 
zione , il  di  cui  numeratore  Ila  il  prodotto  delle  quan- 
tità , delle  quali  effi  fono  i logaritmi  pofitivi , ed  il  de- 
nominatore fu  il  prodotto  delle  quantità  , delle  quali 
fono  i logaritmi  negativi  . Imperocché  fia  OP—yt 
QR  = z ,farà  AO-  ly,  AQ-lz\  fi  prenda  QB-AO, 
farà  AB=ly+-Iz;  ma  AB  è pure  il  logaritmo  di  BC , 
e per  la  proprietà  della  logaritmica  , BC  è la  quarta», 
proporzionale  di  AD,  OP , QR  , cioè  —yz  » adunque 
farà  AB=ly+-lz-lzy  . Sia  un’altra  ordinata  MN-p , 
fi  prenda  B V—AM,  farà  AV — A M+-  AB  — lp  +-  lyz  ; 
ma  AF  è il  logaritmo  di  Vi , ed  VI  — pyz  , adunque  • 
lp  -t-  / y +-lz  — Ipyz  . 

Sia  di  nuovo  QR  = z , OP-y  , e fi  prenda  Q M- 
AO  , farà  AM—AQ — AO-lz — ly  ; ma  AM  è il  lo- 
garitmo di  MN , e per  la  ftefTa  proprietà  della  logarit- 
mica, MN  = z , adunque  A M-Iz  — ly  - / j . Sia 
~y 

un’altra  ordinata  BC-p  , e fi  prenda  2A=BM,  farà 
$A  — — AB+-  A M — — lp  +■  lj  ; ma  1 A è il  loga- 
ritmo di  2n,  ed  sn  è -z_  ( per  efiere  la  quarta  pro- 

py 

por- 

I 
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porzionale  di  BC , MN , AD),  adunque  Iz  — ly  — 

‘p=1t,  tc- 

r<J.  Siccome  negl*  altri  cali , cosi  ancora  in  quelli 
delle  integrazioni  per  via  di  logaritmi , fi  deve  Tempre 
aggiungere  la  collante  , cioè  il  logaritmo  di  quantità 
collante  arbitraria  , da  determinarfi  poi  ne’  cali  par- 
ticolari . 

17.  Ma  quando  le  forinole  differenziali  propolle 
da  integrarfi  fieno  frazioni  col  denominatore  compleffo, 
fi  poffono  dare  alcuni  cali , ne’  quali  è facile  avere  il 
loro  integrale  col  mezzo  della  logaritmica  , e farà  ogni 
qual  volta  il  numeratore  della  frazione  fu  il  differen- 
ziale precifo  del  denominatore , o pure  il  multiplo  , o 
fubmultiplo  di  effo  differenziale  , anzi  ogni  qual  volta 
gli  fia  proporzionale  , ed  in  quelli  cali  l’integrale  della 
formola  è il  logaritmo  del  denominatore,  o pure  il 
multiplo  , o fubmultiplo , o proporzionale  di  effo  lo- 
garitmo . 

Così  l’integrale  di  ixdx  farà  Jaa+xx',  l’integrale 

ad  +-  xx 

di  — ìxdx  farà  Jaa  — xx  ; l’integrale  di  %xxdx  farà 
x*  a ’ 4-  * ’ 

la'  + xl  ; 1* integrale  di  4 xdx  farà  ilaa+-xx,  cioè 

aa  +-  xx 

J aa  + xx  ; l' integrale  di  xdx farà  - 1 aa  +-  xx  , 

aa  +-  xx 


cioè 
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cioè  laa-bxx  ; l’integrale  di  xxdx  farà  ~ la'  -t-x*  , 

a'  +-x' 

cioè  / j/V  +•  x'  ; e generalmente  l’integrale  di 

1 1 Bri 

mx”~  ldx  farà  ±:  tn  la” ±xn  , cioè  iz  m / a” iz  x”  "9 
a”  ±_x”  n 

m 

o fia  ±:la”±xHn  . Cosi  l’integrale  di  ai*  — ixdx 

ax  — xx 

farà  l ax  — xx  ; l’integrale  di  j-ai*  — «dar  farà 

ax  — xx 

/ \s  ax — xx  , e cosi  degl’ altri  a piacere,  prefi  quelli 
logaritmi  nella  logaritmica  della  fottangente  = i . 

18.  Ma  fe  il  numeratore  della  frazione  non  è del- 
la forma  , che  abbiamo  confiderata , quando  però  il  de- 
nominatore fia  tale  , che  nelTuno  de’  fuoi  componenti 
lineari  fia  immaginario  , cioè  quando  tutte  le  radici , 
dal  prodotto  delle  quali  egli  è nato  , fieno  reali , allora 
fi  proceda  nella  feguente  maniera  . 

19.  Ed  in  primo  luogo  le  radici  del  denominato* 
re , o faranno  tutte  eguali  tra  loro , o no  ; fe  fono  tut- 

X li  V 

te  eguali , come  le  avrebbe  la  formola  •’  - , fi  pon- 

x a 

g.i  x±a~z  , e però  dx—dz  , xm  — z~  a , x±:a~zH  ; 

c 
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e fottituendo  nella-  formoli  quelli  valori,  farà  z~  a dz. 


z" 

Fatta  pertanto  attualmente  la  potetti  m , ciafcun  termi- 
ne fi  faprà  integrare , o algebraicatncnte  , o tranfeen- 
dentemente  per  mezzo  della  logaritmica  ; quindi  retti- 
tuito  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , averemo  l’in- 
tegrale della  propotta  formola  xm 

r-  « • 

x+Z  a 

Sia  per  efempio  *'dx  . pongo  x — a-z,  e però 

• i 

• , x— - a 

dx~dz , x'  = z*  4-  $azz  +■  $aaz  4-0* , x — a , e_» 
fatte  le  fottituzioni , farà  z 1 dz  +-  lazzdz  4-  $aazdz  4-  a ’ dz , 

z* 

ed  integrando , z*-\lz—~%aa  — <?’,  e rettituendo  in_ 

2 122 

luogo  di  z il  valore  dato  per  x , averemo  finalmente.» 


J’ x' dx  — x 


— * — a ■*-  1 x — a — $aa 


tegrale  differenziato  rèttituirà  la 
integrarli . 


— a*  , il  qual  in- 
formola  propotta  da^ 


20.  Che  fc  le  radici  del  denominatore  non  faran- 
no tutte  eguali  , ma  o tutte  difuguali , o mitte  d’ugua- 
li, e d’ineguali , allora  conviene  prima  preparare  la_. 
formola  col  rendere  pofitiyo  il  termine  della  mafiimju. 

potettà 


c 
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potefìà  della  variabile  nel  denominatore  , 'fe  fofle  nega- 
tivo , indi  liberarlo  da*  coefficienti  , fe  ne  à , di  poi  fc 
la  variabile  nel  numeratore  , quando  vi  fia , foflfe  ele- 
vata a potefìà  maggiore,  o eguale  alla  maffima,  che  i 
nel  denominatore  , debbelì  dividere  il  numeratore  per 
lo  denominatore  fin’  a tanto  , che  l’efponentc  della  va- 
riabile in  quello  fia  minore  , che  in  quefìo  ; in  fine  fi 
trovino  algcbraicamente  le  radici  del  denominatoro  . 

Sia  per  cagion  d’efcmpio  la  formola  — aadx  . Mutan- 
ti* — 

do  i regni , e dividendo  per  4 , farà  ~.aadx  , cioè 

xx  — 7 aa 


— aadx 

4 

x — ~aXx*-~a 
do  per  2 , farà 


; Sia  wà* » 

ìxx  -t-  4 ax  +-  2 bx  +■  2 ab 

~ aadx  , cioè  7 


dividen- 
aadx  . 


xx  +-  "iax  +■  bx  +■  zab  wt-i«X*+-* 
Se  nel  numeratore  vi  folle  fiata  la  variabile  , ed  eleva- 
ta a maggiore  potefìà  , che  nel  denominatore,  fi  avreb- 
be fatta  l’ attuai  divifione  , per  cui  avremmo  avuti  degl* 
intieri,  e de*  rotti:  gl’intieri  fi  tratterebbero  nelle  ma- 
niere, fin*  ora  fpiegate;  i rotti  nella  feguente  . 


21.  Sia  la  frazione  \ aadx  , dico  : cheJ 
* +-  ia  X * +■  b 

quella  farà  eguale  a due  frazioni , il  numeratore  delle 

quali 
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quali  fia  Io  fieffo"  di  quella  , ed  i denominatori  fieno  : 
della  prima  il  prodotto  d’una  delle  ' radici  nella  diffe- 
renza della  quantità  collante  dell’altra  radice  , e della 
quantità  collante  della  radice  polla  ; della  feconda  fia— 
il  prodotto  dell’altra  radice  nella  differenza  della  co- 
llante della  prima  radice  , e della  collante  di  quella- 

feconda,  cioè  ^aadx  — --aadx  +- 


-aadx 


X 4-  i«X  * 4-  b *4-iaXé  — la  *4 - b'Xta  — b 

e fe  le  radici  fodero  tre  , quattro  ec.  fi  proceda  fempre 
collo  lleffo  metodo  ; ed  in  fatti  riducendo  al  comune- 
denominatore  le  frazioni  in  tal  guifa  ritrovate  , redimi- 
ranno effe  la  frazione  prima  onde  fono  nate  . 

Gl’integrali  adunque  di  tali  frazioni  cosi  fpezzate, 
j quali  faranno  fempre  in  nollra  mano , fuppoda  la  lo- 
garitmica, faranno  gl’integrali  della  propolla  forinola  ,• 
e però  farà 

-aadx  — - a lx+ b — a Jx4-ia  , cioè* 


/=> 
* +*  la  , 


■ b i a — b 


la  — b 


1 

-xfl 


l~Xa  t o fia  • K’L  t nella  logaritmica 

•/*4-  za 


la  — b la  — b 

. della  fottangente  = a . 


Sia 


- aadx 


k +*7  a X*  — 7 a 


effa  fi  fpezzerà  nello 


C 2 


due 
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- aadx  4** 

4 


7 aadx 


*+-7*X  — \*—\a  *—  ÌaXÌa*-ìa 

cioè  adx  ~~  *****  » e però  farà 


*—7a 


x+*~  a 


- aadx 
4 


= /!zif  » 0 *»  = 


X4r~  a 


f- 

*4-  -^X* 7 O 

j/  X'~  7 a , nella  logaritmica  della  fottangente  = 0. 
/*+  7 a 

, effa  fi  fpezzerà  nelle  tre 


Sia 


a' dx 


x+-  a X* — * X*4-  e 
<3’  dx  4-  a ' dx 


a' dx 


* +-  4 X — A— . « X c — « * — A X«  +■ iXc  4“  A *+■  c X a c X—  A—  4 
c però  farà  /*  a* dx  — aa  l x +■  a +• 

v'  *4*«X*-- aX  x 4-  e a +.  'iXa—t 

aa  Jx  — b — .aa  /a ?+-c  nella  logarit- 

a 4-  A X c 4-  A a—cXt+t 

mica  della  fottangente  = a . 

Sia  — a'dx  , cioè 

« «va 

x 1 — aax 


va’  dx 


; .effìo 


x 4-  a X*  — aX  *4-0 
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fi  fpezzerà  nelle  tre 
— a' dx 


^33 


— a'  dx 


— a' dx 


*+-»X—  «Xo  — a x — a X t«  X o +-  « *f  oX<  — oX'“«— » 
cioè  — adx  — adx  +*  adx  ; e però  farà 

x 


2 X> 


2 X*-". 


/: 


’ — a' dx  — l x — 7 1 XX 


aa 


cioè  — 


x ! — aax  ^ xx—  e» 

nella  logaritmica  della  fottangente  = a . 

22.  Se  il  denominatore  della  forinola  farà  miflo 
di  radici  eguali  , ed  ineguali  , come  per  efempio 

, allora  fi  confideri  la  formola , come_, 

x — b X*  +-  c 

a'  dx 


fe  fofTe 


x — . iX  X c 

a'  dx  = a * dx 
i X x4-  e 


, e fpezzata  quella  al  folito , farà 

a*  dx  , 

adunque^ 


X — £ X c + ^ X-t-cX*— £— ■* 

moltiplicando  i denominatori  per  x — b , altra  radico 
della  propolla  formola  , farà  anco 

a' dx  — a' dx  +-  a' dx , 

x — iXx-t-c  x — i X(+>i  x 4-  c X*  — y X — b — e 
ma  il  primo  termine  dell’omogeneo  di  comparazione  4 
il  denominatore  di.  radici  tutte  eguali , ed  il  fecondo 
di  radici  tutte  difuguali  ; adunque  l’uno,  e l’altro  ma- 
neggiato, come  fi  è detto , potremo  avere  l’integrale  di 
a'  d*  , il  quale  farà  in  parte  algebraico  , ed 
X— • * X * +•  * 
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in  parte  logaritmico  , cioè  aa  J x -hc  — a'  » 

■ • *-b  *—  xir. 

prefo  il  logaritmo  nella  logaritmica  della  fottangente  — n . 

Se  le  radici  eguali  faranno  in  maggior  numero,  fi 
dovrà  nello  fteflò  modo  ripetere  l’operazione  fin  che 
fia  ncceflario  . 

23.  Rimane  ora  da  confiderarfi  il  cafo,  in  cui  IeJ 
frazioni  abbiano  in  oltre  nel-  numeratore  la  variabile  a 
qualunque  potellà  , intendendo  però  fempre  , come  è 
flato  avvertito  di  fopra  , che  la  potellà  di  e(Ta  variabile 
nel  numeratore  fta  minore  della  malfima  , che  è nel 
denominatore  , e non  lo  efTendo , fi  riduca  tale  con— 
l’ attuai  divifione  . 

In  quelli  cafi  fi  tratti  la  formola  nello  fteffo  mo- 
do, come  fe  nel  numeratore ‘non  vi  folle  potellà  alcu- 
na della  variabile  , fpczzandola  nel  modo  fpiegato  ia_ 
altrettante  , quante  fono  le  radici  del  denominatore-. , 
indi,  fe  Pefponente  della  variabile  nel  numeratore  del- 
la data  formola  è di  numero  difpari , fi  mutino  i fegni 
a*  numeratori  delle  ritrovate  frazioni  , e fe  è di  nume- 
ro pari , fi  lafcino  ai  numeratori  quei  fegni  che  anno  ; 
di  poi  ciafcun  numeratore  fi  moltiplichi  per  tanta  po- 
teftà  della  collante  di  quella  radice,  che  è nel  denomi- 
natore , quanta  è la  potellà  della  variabile  nel  numera- 
tore della  propolla  formola , prefiggendo  ad  ella  co- 
llante 
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flante  elevata  a tale  potcflà  quel  fegno-,  che  porta  il 
fegno  naturale  , che  à nel  denominatore  . 

Sia  bbxdx  % Confiderata  quella  , come  fc  nel 
#.'+■«  X x a 

numeratore  la  variabile  non  vi  foffe  , fi  fpezzerà  nelle 
due bbdx  +■  bbdx  . ma  perchè  nelnumc- 

x +-  « A — J«  x — a X »a 

ratore  vi  è la  variabile  elevata  alla  poteftà  dell’unità.  Il 
mutino  i fegni  a’  numeratori , e fi  moltiplichino  relati, 
vamente  per  la  collante  di  quella  radice  , che  è nel  Tuo 
denominatore  , cioè  la  prima  per  a , la  feconda  per 
— a , ed  averemo 

bbxdx  — — bbdx  X a — bbdx  X — a 

■ — ■ - . — — — ■ « 

x -h x -I-  a X — x — a X ** 


cioè  = bbdx 


+.  bbdx  9 g pCl-5  far4 

2 X x +-  a 2 X x — a 


r bbxdx 
x +■  aX*  — 


b ì V 


x 4-  a +- 


Z>  / Vx — a , o fta.. 


zz  b I \/ xx — jj,  nella  logaritmica  della  fottangentc  =Z>; 


o pure,  fe  fi  vuole,  farà  —bb  l V xx — aa  nella  lo- 
garitmica della  fottangente  = i . 

Ma  era  fuperfluo  il  ridurre  quella  formola  alle  due 
frazioni , poiché  effendo  elfa  bbxdx  , il  numeratore  è 

xx  — . aa  ♦ 

appunto  la  metà  del  differenziale  del  denominatore , e 

. però 
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però  fenz*  altra  operazione  I*  integrale  farà  , come  al 
num.  17.  fi  è detto  , bb  l V xx — aa  nella  logaritmica 
della  fottangente  = 1 . 

Sia  x*dx  , cioè x"dx , e 

»*  — 44  X JhhT  x ' +*  bxx — aax  — aab 

divifo  il  numeratore  per  Io  denominatore,  avremo 

xix  — bx'dx  +■  aaxxdx  +*  aabxdx  , c divifo  di  nuovo 

x * 4-  bxx  — aax  •*—  aab 

il  termine  — bx'dx  per  lo  denominatore  , avremo 
x*dx  — xdx  — bdx  4-  aaxxdx  4-  bbxxdx  — aabbdx . 

xx  — «Xi+-i  xx  * aa  X *4-  b 

Ma  i due  primi  termini  fono  intieri,  e l’ultimo  non_. 
a la  variabile  nel  numeratore  , e però  fi  fa  maneggia- 
re ; adunque  rimane  da  ridurli  folamente  l’altro  termine, 

c;0£  aa  +-  bb  X xxdx 
xx  — aa\x  +-  b 

Coniiderato  quello  , come  fe  non  avelie  la  va- 
riabile nel  numeratore  , farebbe  aa  4-  bb  X dx  — 

, xx  - nXj  4-  b 

...  . L— . • 

aa  4-  bb  X dx  4-  aa+  bbX  dx  4-  aa+-bbXdx 

~ • ~ 9 

aa  ■+-  bb  x 4.  4A—  +-  X44  x — a X tab  +-  zaa 

e per  tanto  farà  ™+-bb>- xxi*  = > bbdx  4- 

K 4.  4 X XX  — «4  * 4-  b X — 44  4-  bb 

aajfbb\aadx _ 4-  aa  4-  bb X ^ onde  finalmen- 

X 4-  4 X — »«*  4—  244  * — 4 X »4é  4-  24»  Jg 
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x+dx  ,j  ìt  = xdx  — bdx  — aabbdx 


*37 


«4«X  *+-  * 


: +-  t\xx  — i 


aa  ■+-  bb  \bbdx  '+.  aa  4-  bb\  aadx 

X +■  b X—  aa-t-  ii  * 


aa-i-bbX  aadx 


i X — iai 


4-  x« 


J-4X  lai  4-  1 aa 

e fe  vogliamo  fpezzare  anche  il  termine  • aabbdx 

X +•  i X XX — t 


per  avere  in  fine  l’integrale  della  propofta  formolo-, , 


farà  *'dx 

— xdx — bdx  +* 

b*dx  4- 

XX  — aa  X x+-  t 

*•  4-  b X . aa  +.  bi 

a*dx 

+-  a*dx 

. . Adunque  in- 

x +.  a X iaa  — lai 

x — a X lai  4-  ij4 

....  . *-*  • 

tegrando  avremo  J 

r x*dx  : 

Z xx  — bx  — 

xx—  aa  X x +-  b 

2 • 

b + J x +■  b +* 

a 4 1 x Jr-a  +- 

a 4 I x — a , 

aa—lb  * 

tu  — i ai 

1 aa  4-  lai 

prefi  tali  logaritmi 

nella  logaritmica 

della  fottangen- 

te  = 1 . , 

. r . ...  ..  < • * 

• Cosi  in  quelle,  come  in  tutte  l’ altre- integrazioni, 
che  fi  faranno  , s’intenda  doverfi  aggiungere  la  collan- 
te , qualora  farà  da  me  per  brevità  ommeiTa  , il  che 
ballerà  d’avere  qui  avvertito. 

24.  Ma  le  formolc  differenziali  pofiono  avere,  e 
fpeffo  anno  denominatori  tali  , de’  quali  non  fi  poffono 
ritrovare  algebraicamente  le  radici , ciò  non  ofiante_* 
però  ferve  egualmente  bene  la  regola  delle  frazioni  an- 
. r-  d che 
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.che  in  quelli  cali  ; imperciocché  fi  tratti  ii  denomina- 
tore , come  fc  foffe  un'  equazione , e col  mezzo  delle 
interfecazioni  delle  curve  fi  trovino  geometricamente 
in  linee  i valori  della  variabile  in  quella  guifa  appunto, 
che  fi  coftrujfcono  i problemi  folidi  , e tali  valori  o 
linee  fi  chiamino  A , B , C,  cc.  coi  fegni  politivi  , o 
negativi  fecondo , che  fono  quantità  pofttive  , o nega- 
tive  ; ciafcuno  di  quelli  fottratto  dalla  variabile  formerà 
le  radici  del  denominatore  di  modo , che  la  propofla_ 
formola  differenziale  lì  convertirà  in  una  di  quella^. 

forma x”  ‘ìx , c fopra  dì  quella  nello 

x — A X x +-  B X x — C ec. 

fteffo  modo  fi  operi , come  fi  è operato  nel  cafo  delle 
radici  algebriche  . 

15.  E’  facile  a vederfi  , che  l’addotta  regola  ferve 
folamente  nel  cafo  , che  le  radici  del  denominatore  fieno 
tutte  reali , perchè  altrimenti  effendo , fpezzata  la  for- 
mola in  altre  frazioni  , tante  di  qqeffe  farebbero  imma- 
ginarie , ed  in  confeguenza  immaginari  gl’integrali  , 
quante  fono  le  radici  immaginarie  nel  denominatore 
della  propofla  formola  differenziale  , . . : 

z6.  Quando  adunque  il  denominatore  delle  propo- 
ne formolo  differenziali  lìa  compoffo  di  radici  immagi- 
narie o in  tutto  , 0 in  parte,  fa  d’uopo  ricorrere  ad 
altre  maniere  ; ed  in  primo  luogo  abbiano  le  date  for- 

- -mole 
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mole  il  denominatore- di  due  fole  dimenlìoni , cioè  di 
due  radici  immaginarie,  e fia  per  efempio  bbdx 


XX  +-  $a 


X'  integrale  di  quefta  formola , e di  tutte  l’ altre 
limili  dipende  dalla  rettificazione  , o quadratura  del  cir- 
colo : dilli  rettificazione  , o quadratura  , poiché  data— 
l'una,  è vicendevolmente  data  l’altra. 

Sia  pertanto  ( Fig . 4.  ) il  quadrante  di  circolo  ACG\ 
il  raggio  AC—a  , CD  tangente  —x  , farà  AB—  aa  , 


V aa*-  xx 


CB  = a 


■aa 


, ed  EB  — 


— ax 


1/  a*  +•  xx  aa  ■+»  xx 

Condotta  A K infinitamente  prolfima  ad  A D , farà 
E 0 la  flulfione  , o differenza  dell’  arco  CE  ; e tirata  dal 
punto  0 la  retta  0 M parallela  ad  EB , ed  EH  paralle- 
la ad  AC,  farà  HE  la  differenziale  di  CB , HO  I&_ 


differenziale  di  EB,  e però  EH  — 


aaxdx 


-,  ed 


aa  +■  xx  ■ 


a'dx  / , — 1 

HO-— . ; adunque  l'archetto  E 0 — V HE*' HO 

aa*-  xx  - 

! 

farà  =j/ a*  dx1*- a* xxdx 1 — aadx  ; adunque  l’ integra- 


aa  -H  xx 


aa  +-  xx 

le  della  formola  aadx  farà  l’arco  CE  della  tangente 


aa  -f-  xx 


CD  — x , e del  raggio  CA  — a i 


d 2 


Ripi- 


*4°  ÌNSTITÙZI0N1  A 

s f 

Ripiglio  ora  la  formola  bbdx  : moltiplicando  il 

. ' aa  +-  xx  • i * 

numeratore,  e denominatore  per  aa,  farà  efTa  bb  Xaadxì 

. » t t .rj  j t : 1 .-.il  aa  a*- t-  xx 


ma  l’integrale  di  aadx  è l’arco  di  circolo  , che  abbia 


aa  +-  xx 


per  tangente  la  x ed  il  raggio  — a,  farà  adunque^. 

— al  quarto  proporzionale  di  aa , di  bb , e 

aa  +-  xx  _ ^ j.  » - , t . - / * ..  . 

dell’  arco  di  circolo  Col  raggio  a , tangente  — x . 

Sia  la  formola  aatndx  : coinè  che  ‘moltiplicando 

KXX  +-  ii  ab 

il  numeratore,  e denominatore  per  b,  equivale  a quell’ 

altra  ^ a^x  , fura  C a~wl^x  — ' al  quarto  pro- 
ni .iix +•  a!>  J uxx  +-  noi 

porzionale  di  nb , di  am  , e dell’arco  di  circolo  coi  rag- 
gio — V' ab , e tangente  = x ; e lo  fleflb  fi  dica  di  tutte 
l’altre  limili  . . i . * 


27.  Per  Poppoflo  farà  adunque  il  differenziale  di 
un’arco  qualunque  di  circolo  il  prodotto  del  quadrato 
del  raggio  nella  differenza  della  tangente  divifo  per  la 
fomma  del  quadrato  dello  fleflb  raggio , e del  quadra- 
to della  tangente  . 

E come  agl’ altri  integrali,  o fommatorie  devefi  ag. 
giungere  feinpre  la  collante  , cosi  a quelli  ancora  di 
rettificazioni  di  circolo  , per  avere  le  fommatorie  com- 
pite , devefi  aggiungete  un’arco  collante  dello  Hello 
• circolo. 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IH.  64V 

circolo  , imperciocché  la  differenza  per  cui  può  crcfcc- 
re  , o calare  1‘arco  cosi  compollo  del  fluente  ; e del 
collante  , non  farà  mai  altro  che  il  differenziale  deli* 
arco  fluente;  adunque  ad  effo  differenziale  può  compe- 
tere per  integrale  la  fomma  dell’arco  fluente  con  qua- 
lunque arco  collante  del  medefimo  circolo  . Supponia- 
mo , che  fia  = x la  tangente  d’ un’ arco  del  raggio  —a, 
e fia  b la  tangente  di  un’altro  arco  collante  del  mede- 
fimo  circolo  ; fi  fa  , che  la  tangente  della  lomma  di 
quelli  due  archi  ( num.  108.  Lib.  I.  ) farà  —aab+-aax  , 

aa  — Ix 

ma  il  differenziale  di  quefla  moltiplicato  nel  quadrato 
del  raggio,  ed  il  prodotto  divifo  per  Io  quadrato  del 
raggio  più  il  quadrato  della  flefT*  tangente  fi  trova  eflcre 
aa.fx  , che  è il  differenziale  dell’  arco  fluente;  adunque  oc. 

«J  XX  v , • (.  _»  •'  _ f • 

Se  folfe  la  forinola  aa.1v  , effondo 


a. j -f—  xx—  ibx  +■  Ib 

I ..  . 

xx  — 2bx+-bb  un  quadrato  , fi  faccia  x — b~z  , e fo- 
flituendo  avremo  <7<7.fz  , e però  r aaiz  — all’  arco 

aa  4-  zz  J aa  4-  zz  ^ 

di  circolo  del  raggio  —a  , tangente  zzz,  ma  z — x — b ; 


adunque 


aa  +-  xx  — ii>x  +-  bb 


— all’arco  di  circolo  del  rag- 


gio ccj,  tangente  —x  — b , qualora  però  fia  ,v  mag- 
giore di  b\  ma  prefa  x minore  di  b , l’integrale  farà 
— arco  di  circolo  col  medtfimò  raggio,  c tangente; 


ed 
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ed  in  fitti  differenziando,  averemo aadx , 

aa  +•  bb  — zbx  -t-  xx 

la  ftefla  forinola  di  prima  . 

Sia  propofla la  formola  4abdx  +-  ^bxdx  . Si  faccia  fpa- 

XX 4JV  4-<SjJ 

rirc  il  fecondo  termine  nel  denominatore  col  porr© 
x—y-^za.  Fatte  le  foflituzioni , farà 
4abdy  + $bydy +- <Sabdy , cioè  IO abdy  4-  %byiy  . 
yy  4-  zaa  yy  +-  2<j<i  yy  4-  2 aa 

L'integrale  del  primo  termine  farà  adunque  il  ter- 
zo proporzionale  di  a,  di  $b , e dell’arco  di  circolo* 

col  raggio  =1/2 aa  , tangente  —y  ; del  fecondo  farà 
_? 

I yy  4-  zaa  * nella  logaritmica  della  fottangente  = b . 
Adunque  reflituendo  in  luogo  della  y il  fuo  valore 
x — 23,  l’integrale  della  formola  4abdx 4- %bxdx  farà  il 

xx — 4ax  -h  6aa 

quarto  proporzionale  di  a , $b  , e dell’arco  di  circolo 
col  raggio  = V zaa  , tangente  = x — za  , con  di  più 

3 

i xx — 4.1*  +.  fiaa  * nella  logaritmica  della  fottangen- 
te = b . 

28.  Pafiando  ora  a quelle  formole  differenziali,  che 
contengono  fegni  radicali , cioè  quantità  elevate  a po- 
tcftà  di  efponente  rotto , fe  la  formola  farà , o fi  potrà 

. ridurre 
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ridurre  ad  efler  tale , che  l’incognita  fotto  il  fegno  non 
ecceda  la  prima  dimenfione  , e fuori  del  fegno  Ha  po- 
terà pofitiva , allora  faranno  effe  fempre  algebraicamen- 
te  integrabili , e fi  avranno  le  integrazioni  col  fervirft 
d’ una  .fempliciflìma  foflituzione  , cioè  col  porre  la  quan- 
tità fotto  il  fegno  eguale  ad  una  nuova  variabile  . 

Sia  per  tanto  adx  V ax — aa.  Si  ponga  V ax — az  — z, 
e però  x-zz+-aa  , dx  — zzdz  r e fatte  le  fodituzioni  t 

a * a 

avremo  zzzdz  , ed  integrando  sz*  , e redimendo  hi_ 


luogo  di  z il  valore  dato  per  x , farà  z_  X òx  — aa  1 

l'integrale  della  propolla  forinola  . 

Se  la  forinola  folle  data  _°^x  ^ > procedendo 

V ax  — aa 


nello  dello  modo  averemmoper  integrale  z^ax—aa  1 . 
Sia  xdx  £/a—x;  poda  ^ a— x- z,  e però  x=a  — z\ 

dx=-—4z'dz,  e fatte  le  fodituzioni,  avralfi  — 4 az*dz+- 
.qz’dz  , ed  integrando  — 4azs+-4z* , e redimendo  in 

T 9 

. 1 

luogo  di  z il  valore  dato  per  x , farà  — -40X  0 — * * +- 

. i 

9 

4 X a — x4  . 

’T*  Se 
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Se  la  formola  folle  fiata  xdx  , procedendo 

t a — x ' 

nello  lidio  modo  avrebbefi  per  integrale 

i Z 

— 4 a\a  — a;  4 +■  4Xa — x 4 • 


Sia  xxdx  ^ a +-  x ; polla  Va- \-x~z  , e però 
x — zz  — a , dxzzizdz , xx  — zz — a , e fatte  le  foflitu- 

--  z 

zioni,  avremo  zz — a \zzzdz,  cioè  zz6dz  — 4az*dz+- 
zaazzdz  , ed  integrando  , ìzS  — 4 az'  zaaz'  , e refli- 

7 Ì J 

tuendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , fata  final- 

7.  I 1 

mente  2 X a -w-  x 1 — _4^X  a +•  x 1 +■  zaa  + * 1 
7 * } 

l’integrale  cercato. 

Se  la  formola  folle  xxdx  , farebbe  l’integrale, 

V a 4-  x ’ 

i i * 

* 4:7Xfl-»-**4'  2a&  X«  +■  X * • 

“T  • ~T. 

Sia  ,v<2.v  , cioè  X J +■  x * : polla  al 

' • ’ " j * • • . » ‘ — 1 

l'olito  a+-  x 1 -M  , e però  .v  = z i—a,dx  = 2^zì  dz  , 

» 

e fatte 
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* ' 2 

c fatte  le  folli  dizioni  , farà  z ~ — a X izjdz  , cioè 

i 

2 2 2-1 
2J  1 iz  — ìaz  J dz  t ed  integrando  , 22  * — iaz  } , 

I 1 7 5 

e redimendo  in  luogo  di  2 il  valore  dato  per  x , farà 

7 x 

* — 2aX*+-  x 1 . 

7 j 

Se  la  formola  foife  xdx  , averemmo  per  inte- 

± 

a 4-  a?  1 

graie  21  . 

Va  +■  *■ 

m 

29.  Generalmente  : Ha  dxX  <*+-x  " , e fieno 
gli  efponenti  r,  m,  » numeri  intieri  pofitivi;  pofia  al  fo- 

m n iv  —4  1 

lito  a -h  x ” —z,  e però  a +-  x~z  m , dx~nzm  dz  , 


x*  — zm — a , c fatte  le  fofiituzioni , la  formola  farà 

t 

n * » 

z ” — a X on  2 m Jz-,  e fatta  attualmente  la  potefià  r , 

m 

ciafcun  termine  , come  è chiaro  , farà  algebraicamente 
integrabile  , nc*  quali  termini  integrati  redimito  in  luogo 
di  2 il  valore  dato  per  x , averemo  l’ integrale  algebraico 
della  propofia  fot  mola . e 30, 
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30.  Se  1*  efponente  m fotte  negativo  di  modo  , che 
la  quantità  fotto  il  fegno  pattarti:  nel  denommatoro  , 
nel  qual  cafo  1*  efponente  m viene  ad  eflere  pofit.vo  ; 
cioè  la  forinola  fotte  ax'dx  , fatte  le  flette  fottitu- 

m 

a +-*  " 


zioni , averemmo  zm  — a X ® » e ^atw  at" 

m 

tualmente  la  poteflà  t,  farebbe  pure  ogni  termine  alge- 
braicatnente  integrabile  , Calvi  que*  cafi , ne*  quali  s' infinui 
la  poteflà  z~~  'dz,  che  obbliga  a’  logaritmi  . 

Ma  Ce  l’efponente  t farà  negativo , non  faranno  alge- 
braicamente  integrabili  le  due  fuddette  formole  , faranno 
bensì  libere  da’  radicali  , e ridotte  alle  quadrature  del  cir- 
colo , e dell’iperbola,  come  lì  vedrà  a fuo  luogo  . 

31.  Ma  quand’anche  la» variabile  fotto  il  fegno  fu 
elevata  a qualunque  potellà  maggiore  dell’unità,  pur- 
ché la  quantità  fuori  del  fegno  fia  la  precifa  differen- 
ziale , o una  proporzionale  qualunque  alla  differenzialo 
della ’quamù*  Cotto  il  fegno,  per  mezzo  della  fletto 
fempliciflìma  foflituzione  li  avranno  gl’integrali  delle  for- 
inole differenziali , i quali  integrali  faranno  Tempre  alge- 
braici , e però  ______ 

Sia  ixdx  v xx  -»-  • Pongo  i/xx-t - aa  — z , on- 

de **  +-  aa  = zz  , zxdx  = adz  , e fatte  le  folìituzioni  , 

avremo 
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avremo  izzìz , ed  integrando  n',  e redimendo  il  va- 


5 

lore  di  z dato  per  a-  , far àjJXxx  + aa*. 

} 

Se  la  formola  fofle  zxdx  , averemmo  per  inte- 


grale 2 1/ XX -h 


^ xx  +•  aa 


aa 


Sia  2adx  — 4 xdx  Y ax  — xx  -h  bb  , cioè 

2 Xadx  — ìxdx  isax  — xx  -t-  bb . Pongo  U'ax — xx  +~bb  — Z, 
e però  ax  — xx  + bb  — zz,  ed  adx  — ixdx  — izdz,  e_» 
fatte  le  follituzioni , averemo  qzzdz  , ed  integrando 

4S1  » e redimendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  xt 
ì 

X 

ùràj_Xax—xx-hbb'*  . 

1 

Se  la  formola  fofle  2 adx  4 xdx  ^ averemmo 

^ a x — xx  bb 
__  1 

per  integrale  4 X**  — xx-t-bb'*  ; 

Sia  xxdx—  2 axdx  j/  , cioè 

] 

3 xxdx  zaxdx  J/  a;5  — axx  . Pongo  x*  — axx  = z, 

i 

e però  z*  — x ' — , e $xxdx — zaxdx— 4z! dz  , e-. 
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fatte  le  foflituzioni , averemo  4 z*dz  , ed  integrando  | 

i 

4Z  ’ , e redimendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , 


firà  4 X ** — axx*  . 

«f 

Se  la  forinola  forte  fiata  $xxdx — laxdx  , averera- 


3 (/*'  — 


axx 


mo  per  integrale  4 X *'  — axx  * 
9 


V 


Sia  2 xdx  V xx  +-  aa  , cioè  2 xdx  X xx  +-  aa  5 ; 


pongo  xx  +-  aa  * = z , e però  ##  +■  aa  = z * , e_* 

J.—  1 

2xdx  = 3 z * dz  , e fatte  le  foflituzioni  , averemo 

» 

jr 

3 z 1 dz  , ed  integrandola  1 , e redimendo  in  luogo 


di  z il  valore  dato  per  x , 3 X**  *-aa  / xx-t-aa 


Se  la  forinola  forte ix(lx  , averemmo  per  i 

?/ * 

y xx  +-  aa 


tegrale  3 xx  + aa 


Sia 
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f.' 

— — - _ 

Sia  generalmente  la  formoli  pxm~  1 dx  X xm+-  am  “ , 
in  cui  p , cd  m portono  anche  effere  numeri  rota  : 

w ri 

pongo  xm  +■  am  u = z , e però  zn  — xm+.  am  , ed 

1/—  r* 

n txw—  ' dx  — u z ” dz  , c fatte  le  follituzioni , avremo 

n - 

' u . ' u 4-n 

puz  ”dz  , ed  integrando  , pu  X 2 ~ , e redi- 

wn  mu  -f-waii 

tuendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , averemo 

lì 

per  integrale  pu  X *m  J>-am  X xm  +-am  " . 

futi  +■  Min 

Se  » fofTe  negativo , cioè  fe  la  forinola  folfo 
txm  — lJx  ? cuj  w è pofitivo  , averemmo  per  irne- 

n 

xm  +-am  " «_» 

graie  pu  X*m  +-flro  “ . 

mn 

Quindi  formeremo  la  regola  generale,  che  l’inte- 
grale di  tali  formole  farà  la  quantità  fotto  al  fegno,  ac- 
crefeendo  dell’unità  l’efponente  , e dividendola  per 
eflo  efponente  cosi  accrefciuto  , o pure  l’ integrale  farà 
un  proporzionale  di  quello  , fecondo  la  proporziono  , 
che  averi  la  quantità  differenziale  fuori  del  fegno  al 
differenziale  precifo . 

3*. 
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52.  Ma  più  generalmente  ancora  : fia  la  formoli 


fXnn—  1 dx  X .vm  +-am  " , fuppoflo  però  r numero  in- 
tiero , c pofitivo  . EfTa  equivale  a quell’  altra 

n 

f>xrm - m X xm-ldxX  x m 4 -a*  ~ ; pongo  al  folito 

JL  2 

z — xm  •*- am  “ , e però  4- a”’  = z"  , ed 

u—  I ' “ 

wxm-'dx=  u z • dz  ; e perchè  = z " — , fa- 


rà pure  xrm  — m = z ” — am  . Fatte  adunque  le  fo- 

- r — 1 

u tt 

flituzioni , averemo  p X z " — X « 2 " dz  . Ma 

mn 

pollo  r numero  intiero  , e pofitivo  , farà  pure  r — 1 
intiero  , e pofitivo  , adunque  fatta  attualmente  la  potc- 
flà  r — 1 , ciafcun  termine  farà  algebraicamente  inte- 
grabile , nel  qual  integrale  reiìituito  in  luogo  di  z il 
valore  dato  per  x , averemo  1*  integrale  della  propolla_ 
formola  . 


Se  » folTe  negativo  , cioè  fe  la  formola  follo 
pxrm—  ’dx  # jn  cui  „ è pofitivo  , fatte  le  follituzioni , 

n 

Xm  +.am  u 

farebbe 
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farebbe  p)iz  n — am  X « 


U — t 
n 
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dx.  parimente  inte- 


grabile , c però  ec. 

Se  in  tutti  quelli  cafi  la  quantità  fotto  il  vincolo 
in  luogo  di  cfler c xm  -t-  am  folle  xm — am  , o pure_» 
am  — xm  ^ fi  proceda  nello  lidio  modo,  che  ciò  nul- 
la turba  l’operazione . 

Con  quello  metodo  troveremo  per  tanto  , che  farà 

f axm—'dx\/e*-fxmzzia_)((  + fxm  * 

jmf 


'—'dx  = X e+-jx 


m % 


mf 


f 

1/  e + fx  m 

J' ax'm—'dx  \Ze+-fxm  — — 4 e-*-6fxmXaXe  -t-fxm  1 


•Jm f 


/- 


tm—'d> ? = — 4*  +■  ifxm  X ^X  f 1 


I /e  +-f  x' 


i 


J* ax  ~ 1 dx  y e + fx m — a X ì<See  — >4 efx m +-  3 off* im  X*  *-fxm  1 

105/’  wj 


f ax'm—  'dx  — lóee  — Sf/**"  4»  tmX  a\e4-Jxm  1 , 


e cosi 
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e cosi  di  mano  in  mano  quanti  altri  fi  vuole  ; 

33.  Ancora  nel  cafo,  che  la  variabile  fuori  del  fegno 
fia  nel  denominatore,  la  forinola  farà  algebraicamcnte_» 
integrabile  col  mezzo  di  due  foflituzioni , purché  l’efpo- 
nente  di  erta  variabile  fuori  del  fegno  abbia  una  condi- 


zione , cioè  la  formola  fia  dxX*m  4»  am  “ i Si  faccia 

rm  -t-  mv+~  i 
X “ 


a — 


x - aa  , d*  = — aaiy_  , xm  = aim  , 

~y  yy  ym 

n 

aim  + ym  14  • Fatte  le  foftituzioni , farà  la  formola 


y " 


cioè 


— aadyX  aim+-  am  ym  u 

ma  irin  •»-  »»:*  4-  x 

yyXy~Xo  ~ 


rm  +-  mn  +-  i 
» « 


■ am y,n  “ X — y>n,—  'dy. 


%rm  ■+-  i»:u 


formola  , che  à le  condizioni  qui  l'opra  ricercate , e che 
per  mezzo  della  fofiituzionc  notata  ( num.  32.  ) s’inte- 
grerà algebraicamente  . 
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Se  folle  propolla  la  forraola  a' dx 


^53 


cioè 


*vAV 


J.v  4.  -V.V 


a'dx  , avendo  quella  le  condizioni  ricercate , 

*.  

x 1 v'  a a: 

farà  algebraicamente  integrabile  , e ciò  fi  ollervi  d'al- 
tre ancora . 

34.  Ma  qui  avvertafi , che  nella  formola  genera- 
le la  u può  anche  edere  eguale  all’unità,  nel  qual  cafo 
la  potellà  di  x m 4-  a m farà  razionale  , cioè  intera . 

Anche  in  quello  cafo  , fuppolla  la  » quantità  ne- 
gativa , ( giacché  quando  è pofitiva  non  involve  diffi- 
coltà alcuna)  fi  può  fare  ufo  della  llelTa  follituzione_» , , 
e del  medelTmo  metodo  , con  cui  troveranli  gl’integrali 
delle  formole  , i quali  integrali  però  non  faranno  Tem- 
pre algebraici , anzi  per  lo  più  dipenderanno  in  parte 
dalla  quadratura  dell’ iperbola , cioè  dalla  logaritmica. 

Col  noto  metodo  adunque  troveremo  , che 


/ 


xm—  1 dx  — — X*m  + a" 
~ » m 


j' x*m—'dx=  i lg”> 


f»X  xm 


f 


x\m—  ' dx  — am  -h  xm  — 2am  li 


rnXam+-*m 

f* 
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Xm  ~~  1 dx  ~ — I 


imX  am  +~  x m 


xim—'dx  = — i 


J mXar 


am+xm  m A a-  TX-  2r»X  «m  - 
*5OT—  tjx  — i l am  +.  xm  iam 


am  xm  m Y^am  +•  xm  zmXam*~ xm 

e quant’  altri  fi  vuole  . 

35.  Ma  è bene  molto  divcrfa  la  facenda  allora— 
quando  le  propolle  formole  differenziali,  che  contengo- 
no radicali , non  fono  tali , che  la  quantità  fuori  del  le- 
gno abbia  quelle  condizioni  da  me  qui  fopra  accennate . 
Quelle  formole  potranno  fempre  liberarli  dai  radicali , 
purché  un  folo  ne  contengano  , il  quale  fia  di  radice  qua- 
drata , e la  incognita  fono  di  elTo  non  ecceda  la  fecon- 
da dimenfione  ; ma  per  quelle  fa  d’uopo  di  qualche  ri- 
flelTione  nella  fcelta  delle  "folìituzioni  da  farfi , acciò  li 
liberino  da’  fegni  radicali  ; il  che  fatto  , fi  pafia  allo 
integrazioni  , o algebraiche,  o dipendenti  dalle  quadra- 
ture del  circolo,  e dell’ipcrbola  nelle  maniere  fpiega- 
tc  , fe  alle  date  regole  faranno  fottopolle  ; fe  no  , li 
rapporteranno  ad  altri  canoni , che  fono'  per  dare  in— 
breve  . 

Se  adunque  la  radicale  della  propolla  formola  folTc 
1/  ax  +:  xx , o pure  \s  xx±*ax  y ella  radicale  fi  pon- 

’ * 8a 
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ga  er  xz  , intendendo  per  z una  nuova  variabile  , e per 
T 

b una  cortame  qualunque  . 

Se  la  radicale  forte  i /xxizaa  t fi  ponga  la  radica- . 
le  =*  4-  z , ovvero  , fe  fi  vuole  , =# — z . 

Se  la  radicale  forte  v aa — xx  , o fia  i sfp — xx  fi 

ponga  la  radicale  = +-*z  , o pure  =1 sfp — xz  . 

T“  * 

Da  querte  cosi  fatte  equazioni  lì  ricavi  il  valore  di  x , 
e di  dx  , che  fi  averanno  dati  per  z , e le  cortami  ; 
quelli  valori  .fi  follituifcano  nelle  date  forinole  , e 
fi  averanpo  libere  dai  fegni  radicali  altre  forinole  date 
per  z , nelle  fomraatorie  delle  quali , fe  fi  potranno 
avere  , redimito  il  valore  di  z dato  per  xt  fi  averanno 
le  fommatorie  delle  formole  proporte  . 

3<?.  Se  la  quantità  averte  tre  termini,  cioè  il  qua- 
drato della  variabile  col  rettangolo  di  erta  nella  cortan- 
te, e di  più  il  termine  tutto  cortame  , allora  o fi  levi 
il  fecondo  termine  nella  lolita  maniera  dell’algebra  car- 
tefiana , o pure  , fe  il  termine  cortante  è politivo  , co- 
me fe  forte  t/  xx  4-  ax  4-  cm  , comunque  fieno  pofitivi , 
o negativi  gl’ altri , purché  non  fia  immaginaria  la- 

quantità  , fi  faccia  V xx*-ax  +■  aa=a  +-xz  ; e fe  il  ter- 

T 


f 2 ’ 
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mine  cortame  è negativo  , come  a dire  V xx  +•  ax — aa , 

fi  faccia  1 'xx+-ax — aa  — x ■*- z . , ■ 

Da  ciò  fi  vede  , che  tutto  l' artifizio  confitte  ìil- 
•paragonare  la  quantità  radicale  ad  una  tale  quantità 
comporta  della  data  variabile  , e di  una  nuova  colle  co- 
llanti , ficchè  ne  rifulti  un’  equazione , da  cui  fi  porta- 
avere  il  valore  di  x , e di  dx  libero  da*  fegni  radicali . 

Sia  propofta  da  fommarfi  la  formola  differenziale-. 
x * dx  1 y ax  — xx  . Pongo  ax  — xx  — xz  , e però 

b 


a — x — xzz  , cioè  x — àbb  , e dx  — — zabbzdz  , 

bb  ' ZZ  4-  bb  t 

* zz  +-  bb 


x » — a'b‘  , c Y ax  — xx—xz~  abz  . Fatte  le  fo- 


! 


b Xz  +-  bb 


zz  +-  bb 

flituzioni  nella  proporta  formola,  farà  erta  — 2asb.9zzdz, 

. .6 
zz  +•  bb 

formola  bensì  libera  da’  fegni  radicali , ma  che  però  , 
ciò  non  ottante  , non  fi  fa  coi  dati  metodi  maneggiare 
rifpetto  alle  fommazioni . 

Sia  aadx  . Pongo  1/ ax  •+-  xx  — xz  , e però  fa- 

, . X V ax  4.  xx  * 

tkx  — abb  , dx  — — zabbzdz  , V ax  +-  xx—XZ  — abz  T 

ZZ  — bb  — * h zz—bb 


zz  — bb 


Fatte 


X 
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Fatte  le  foflituzioni  nella  propórla  formola  , farà  elTa— 
— ìadz  , ed  integrando  r — 2 az,  e reftituendo  in  luogo 


di  z il  valore  dato  per  x , farà  /•  aadx  — — za  \/  ax  +■  xx 


f: 


K 


ax4r  xx 


Sia  xdx  . Pongo  1/ ax  +•  xx—xz  , e fatte  le_. 

^ ZX-b  3CX  b 

f * 

neccflarie  foflituzioni,  come  qui  fopra,  la  formola  farà 
— zab'dz  , cioè  — ìab'dz  , ma  quella  già  fi  fa  ma- 


: — bb 


z 4-  b X x — b 


neggiare  con  la  regola  delle  frazioni,  ed  avrà  per  fom- 
matoria  abz  7z — b nella  logaritmica  della-, 

. zz — bb  zb  b 

fottangente  fgualc  all’unità;  e rellituendo  in  luogo  di 
z *il  valore  dato  per  x , far k j~  xdx  = ax  +-  xx  4- 


ax  +-  xx 


a ji^axbxx — x nella  logaritmica  della  fleffa  fot- 

* V ax  + xx  4-  x 

tangente  = 1 . 

- HI  I \ 

Sia  xdx  Pongo  1/ x x 4-  ax — aa  — x +-z. 


1/  xx  -i-ax  — oa 

e però  farà  x = zzj~aa  , dx  — zazdz  — izzdz  +- 1 aadz  ^ 


a—iz 


e V xxbax — aa  — x -b  z = aabaz  — zz  . Fatte  le  fo- 

a — iz 

flitu- 
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ftituzioni  , farà  la  propoda  formola  zz  +■  aaX  > cioè 


4L  1 Z 


zzzdz  4-  2 aadz  , ed  integrando  , il  che  per  le  date  re- 


Li  •—  IZ 


gole  fi  può  fare,  $aa  — a*-  iz+-  a la — iz  nel- 
4 Xj  — xz  4 2 

la  logaritmica  delia  fottangente  = 1 , e redimendo  in_. 
luogo  di  z il  valore  dato  per  x , farà  finalmente-» 
xdx  — 5ìm  — 


/ 


\/  xx  +•  ax  aa  4 X a+-  zx — 2 i/xx  a# — aa 


a — ix+-  2 K xx+-  ax — aa  +-  la  l a 4-  2* — 2 1/**-*-  a*  — aa 
44  « 

nella  logaritmica  della  rtclTa  fottangente  eguale  all*  unità . 


37.  Affatto  fuperflua  intorno  ad  alcune  forinole-» 
differenziali  radicali  farà  la  fatica  di  trafmutarle  per  mez- 
zo dell’ accennate  fofiituzioni  in  altre  libere  da’  fegni 
radicali , e cosi  prepararle  per  le  integrazioni , e ciò 
per  tutte  quelle  , che  di  natura  fua  involvono  quadra- 
tura , o rettificazione  di  circolo  ; perchè  febbene  fi 
convertiranno  in  altre  efenti  da’  radicali , queffe  però 
ci  porteranno  allo  fieffo  circolo  . E però  fia  ( Fig.  5.  ) 
il  femicircolo  GMD , AD  raggio  —a,  AB=xt  onde 

BF  — ^aa — xx  , e fatta  CH  infinitamente  proffima  a_* 

BF, 


« 
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BFy  far kBC=dx , EF  = xdx  . Adunque  l’efpref- 


1/  a«  — xx 


fione  del  rettangolo  infinitefimo.BCH£  farà  dxv'aa — xx, 
e però j* dxi^aa — xx  = allo  fpazio  ABFM.  Sarà  pu- 
re adx  Pefpreflìone  dell’archetto  infinitefimo  FH  , 

V aa  — xx 

e però  f adx  - all*  arco  MF . E fe  l'archetto 

J 1/  aa  — xx 

FH  fi  moltiplicherà  per  la  metà  del  raggio  , farà 
aadx  efprdfione  del  fcttore  infinitefitno  A FFl , e 


2 V aa  — 


aa  — xx 


però  J' 


aadx  — al  fettore  AFM . 


2 1/  aa  — xx 

Sìa  ora,  nel  medefimo  circolo,  DC—x  , e CB—dx, 
♦ 

farà  CH  = K iax  — xx  , EF  — adx  — xdx  . Pertanto 


\/  xax  — 9 


XX 


fdxvs  lax  — xx  farà  = allo  fpazio  HCD.  Cosi  /*  adx  — 

* V tax  — xx 


all’  arco  H D 


"L- 


aadx  = al  fettore  AHD . In-. 


tax  — xx 

quelle  adunque  farà  fuperflua  la  fatica  ; imperciocché 
nel  primo  cafo'  pongo  v aa  — xx  — a — xz  , e pe- 

b 

rò 
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rò  x — 2.ibz  , dx  z;  2 ab 1 dz  -1-  zabzzdz  ; v'  aa  — xx  = 

zz+-  bb  x 

zz  +-  bb 

a — xz  ~abb  — azz.  Fatte  le  foftituzioni , farà  adx  = 

b zz-t-bb  \/  xx 

ìabdz , formoli  di  rettificazione  di  circolo,  la  di  cui 

zz  + bb 

tangente  = z , come  già  fi  è veduto  al  num.  26. 

Sarà  pure  aadx  — aabdz  , forinola  , che  invol- 
2\z^ZTZ  *z+‘bi 
ve  la  fteflfa  rettificazione  . 


inettamente  farà  dxW'aa  — xx  — zaabdz  \bb  — zz  , 

zz  +-  bb^ 

formola  , che  febbene  non  fi  fa  per  ora  maneggiare..  , 
fi  vedrà  però  in  apprefio  dipendere  dallo  fletto  circolo. 

I ■ 1 ■■  11  ■ 

Nel  fecondo  cafo  pongo  v zax — xx  — xz^ , e però 

b 

x~  2 abb  , dx — — 4 abbzdz , e ^ zax  — xx  — xz  = 2 abz  . 

zz  -f-  bb  ...  x b zz  -t-  bb 

zzi-  bb  , 

Fatte  le  foflituzioni , farà  adx  = — labdx  , rcttifi- 
cazione  di  circolo  . 

Sarà  pure  aadx  — — aabdz  , rettificazione^ 

•>  \y ZZ  +-  bb * 

2 K j ax  — • 

di  circolo  come  fopra  . 


Ifteflà- 
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Uleffàtnente  farà  dx  i/zax — xx  = — Saab'zzdz  , 

tz  +-  bb 

che  involve  lo  (leflo  circolo  . 

38.  Se  le  noflre  formole  differenziali  faranno  com- 
pone di  due  quantità  radicali , l'operazione  farà  in  que- 
fto  cafo  raddoppiata , ma  fuccederà  egualmente  bene  , 
purché  nelle  quantità  radicali  manchi , o fia  tolto  il  fe- 
condo termine  , e la  formola  fia  moltiplicata  per  una— 
potcflà  difpari  dell’  incognita  ; e ciò  col  porre  una  delle 
quantità  radicali  eguale  ad  una  nuova  variabile  , e così 
la  propolla  formola  farà  ridotta  ad  un’  altra  , che  con- 
terrà una  fola  radicale  , e che  per  confeguenza  fi  ma- 
neggierà nella  folita  maniera  . . 

Sia  per  efempio*M*  ^0,34-  xx.  Pongo  \sa.i+-  xx—y, 

bb  +•  xx 

e però  xx—yy — aa  , xdx—ydy.  Fatte  le  foflituzioni , 
farà  yydyXyy — aa,  cioè  y*dy  — aavvdv  , 

yy  — aa  4.  bb  ^ yy — aa  +-  bb  ^ yy  — ac  +-  bb 

ciafcheduna  dellg  quali  fi  fa  maneggiare  . 

39.  Per  poco , che  fi  rifletta  a quella  manie- 
ra di  operare  , è facile  a conofccre  , che  in  quelle-» 
formole  radicali  non  fuccederà  di  poterle  generalmen- 
te liberare  dal  vincolo  radicale  , fe  non  quando  fia_ 
radice  quadrata  , e la  incognita  fotto  il  vincolo  non— 
ecceda  la  feconda  dimenfione  . Diflt  generalmente.»  , 

g perchè 
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perchè  in  parecchj  cafi  fucccde  la  facenda  , qualunque 
fiali  il  fegno  radicale,  e qualunque  la  poteftà  dell’inco- 
gnita fotto  il  fegno  , e certamente  in  tutti  i cafx  com- 
prcfi  dalle  due  feguenti  formole , la  prima  delle  quali 

4-  » 

farà  dyXy'"  + bm  , in  cui  m,  n>  t fono  numeri  in- 

ytm-f  l 

tieri , e pofltivi , e portbno  anche  eflerc  zero , e ciò 

t 

s’ottiene  facendo  ym  *-bm  " = z , e però^'"  — z” — bmt 
dy  — nz"~~ldz  , onde  fatte  le  fortituzioni  , farà 
rnym~  * 

+•  | # , *t*"  j 

ttznmmmldz  X z , cioè  nzn~xdz  X z , WSL» 

mytm-Hm  7+^iX  m 

my 

( 1 ■ | X ft%  m“‘ m ■ ■ ' I X 

y = z*  — bm  , e quando  t fia  numero 

intiero  , farà  intiera  la  potellà  t +-  x ; adunque  la  prò- 
pòrta  formola  farà  libera  da’  radicali  . 

Se  t forte  negativo  , la  formola  farebbe  il  cafo  di 
fopra  confiderai  al  numero  32. , che  à integrale  alge- 
brico . 

Negl’  altri  cafi  l’integrale  dipenderà  dalle  quadratu- 
re del  circolo  , e dell’  iperbola  , cóme  fi  vedrà  a fuo  . 
luogo  , 

+- 1 

La  feconda  formola  è y”  dy  Xym  +-  bm  ? , Ia_, 

quale. 
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quale  , quando  Ha  n- +-  1 numero  intiero  , fi  potrà  lem- 

in 

pre  liberare  da’  fegni  radicali , o in  tutto  , o almeno  da’ 
radicali  di  quantità  complete , il  che  bada  . Si  faccia-. 

J> 

per  tanto  ym  +•  bm  P ~ z , e però  fara  ym  — z t — bm  , 

- I I — I 

Z m P — 1 P in 

y — z t — bm  7 dy  nc.  p z t dz  x zi — bm  y ed 


Y m 

yn  — z 1 — bm  y e fatte  le  foftituzioni , averemo  la— 

■ 1 n — 1 

p — 1 il  p “ 

formola  p zi  dz  X z X zi  — b”1™  m , ma- 

tm 

quando  fia  n +■  1 numero  intiero  , farà  Tempre  intiera— 

m 

la  poteftà  i-f-n — 1 , adunque  la  formola  non  avrà  mai 

m 

fegni  radicali  di  quantità  complefle  . E però  quando  fia— 
1 -t— » — 1 numero  intiero , e pofitivo , l’ integrale  al  più  di- 

m 

penderà  dalla  quadratura  dell’iperbola,o  fia  dalla  logaritmi- 
ca , e fi  potrà  avere  per  le  regole  date  ; e quando  fia 
1 4-  n — 1 numero  intiero  negativo  , l’ integrale  dipen- 

m 

derà  dalle  quadrature  del  circolo  , e dell’  iperbola  , e fi 
averà  per  le  regole  da  darli  a fuo  luogo  . 

40.  PalTando  ora  a quelle  formule  , che  effèndo 

g z frazioni 


I 
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frazioni  libere  da’  radicali , nel  denominatore  di  c(Tc_» 
( che  fuppongo  compoflo  di  radici  immaginarie  , poiché 
in  quelle  fole  ila  la  difficoltà  ) la  incognita  fia  elevata 
a qualunque  potertà  , dico  : che  ogni  qual  volta  il  de- 
nominatore fia  riducibile  in  componenti  reali , ne*  qua- 
li la  incognita  non  ecceda  la  feconda  dimenfione  , fi 
potrà  fempre  fpczzare  la  formola  in  tante  frazioni , 
quanti  fono  i fuddetti  componenti  reali , ciafcuna  delle 
quali  farà  integrabile  , fuppofle  le  quadrature  del  circo- 
lo , e dell’  iperboli , ed  in  conleguenza  la  proporta  for- 
mola farà  fempre  riducibile  alle  ilefTe  quadrature  . Per 

lo  che  fare  : fia  propolla  la  formola 

$ 

aadx  • r c , 

u tinga  un  equazione./ , 


xx  +■  ax  +-  bb  X arar 
cioè , che  fia 

aadx 


■ ex  +•  cb 


— Axdx  +-  Bdx  +» 


xx  +-  ax  +-  bb  X xx  +■  ex  +-  cb  xx  +■  ax  +■  bb 

Cxdx  +■  Ddx  " nena  quale  formola  le  majufcole  Ay  B, 
xx  +-  ex  +•  cb  ■ 

C,  D fono  cortami  arbitrarie  da  determinarrt  nel  pro- 
greflò  . 

Cosi  fe  forte  la  formola 
abdx 


fi  faccia 


xx  +-  ax  +■  bb  X i: oa 


abdx 
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zz  A xd'x  *-  Rdx  +- 


, abdx 

xx  +-  ax  +-  bbys  xx  ìz  ca  X x+zc 
Cxdx  +-  Ddx  +-  Hdx  ; e coli'  iddio  ordine  fi  proceda. 


JCAT  -f  JX  +- 


hb 


xx  iz  ai  x ± c 

fe  i componenti  del  denominatore  fodero  in  maggior 
numero  . Il  clic  fatto  , fi  riducano  allo  ftedò  denomi- 
natore i termini  di  quelle  equazioni , c finalmente  con 
la  trafpofizione  fi  riduca  l'equazione  al  zero  , indi  col 
paragone  de’  primi  termini  al  zero  fi  ritroverà  il  valo- 
re dalla  adunta  A ; col  paragone  de’  fecondi  , terzi  , 
quarti  ec.  fi  troveranno  i valori  delle  adu n te  ll,C,  D , ec. 
dati  per  le  collanti  della  propofia  formosa  , i quali  va- 
lori fofiituiti  in  luogo  delle  majufcole  A,B,C,D  ec. 
nella  equazione,  ci  fomminifireranno  tante  frazioni,  le 
quali  cquivagliono  alla  propofia , ed  in  fatti , ridotte  al 
comune. denominatore,  appunto  redimiranno  la  formola 
da  prima  propofia  . 

Prendiamone  un’  efempio  . Sia  propofia  da  inte- 
grarfi  la  formola aadx . 

xx  +■  ìax  — aa  X •*’*’+-  aa 

Fingo  adunque  , che  fia 

aadx  — Axdxi-Bdx  +-  Cxdx  + Ddx. 

sx+tax-aaX^-- ^ XX-i-HX-aa  xx  ± aa 

* • 

Riduco  adunque  al  comune  denominatore  l’ equa- 
zione , indi  col  trafportare  il  termine  aadx , la  riduco 

. .al 
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al  zerò  , c fi  trova  effere 

A x ' dx  + B xxdx  +-  A aaxjx  4-  B a adx 
Cx'dx-b  Dxxdx  iDjxJx — Daadx  — o . 
* • +-  zCaxxdx — Caaxdx — aadx 


Per  tanto  dal  paragone  de’  primi  termini  al  zero 
fi  averà  A + C=o  , cioè  A — — C ; de’  fecondi 
B -t-  D fiCa  = o , cioè  ponendo  — A in  luogo  di 
CyB  — iAa — D;  de’  terzi  Aaa+*zDa  — Ciacco, 
cioè  C—  A+-  2 D ; degl’  ultimi  B aa  — D aa  — aa  = o , 

a * 

cioè  • ponendo  in  luogo  di  B il  valore  dato  per  D , 
per  A , farà  D—Aa — g ; adunque  farà  Czz$Aa — i, 

• • . 

ma  C = — A , e però  A = i , D — — i , B = 3 , 

~7*  44 

C =:  — 1 , onde  avremo  finalmente  * • 

44 

aadx ~ xdx-b  i>adx  — xdxr—adx  . 

xx  +■  ìax  — mX  xx  +•  aa  4-3  X XX  4-  14X  — 47<J  4^X  XX  +■*  4M 

Ma  l’omogeneo  di  comparazione  , facendo  fparire 
ove  fa  d’uopo  il  fecondo  termine  dal  denominatore  , è 
integrabile  con  le  quadrature  del  circolo  , e dell’  iper- 
bola  , il  di  cui  integrale  con  le  date  regole  fi  troverà 


cflère  1 I^xx-i-tax  — aa+-  1 ÌVx+-a — v zaa — 

4 a • " 

21/2  aa 

1 / V x 4-  a +-  V 2aa  — 1 / i''  xx  4-  aa  , fottraendo 

in 
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in  oltre  da  quelli  logaritmi  il  quarto  proporzionale  di 
4* ia  , dell’unità,  e dell’arco  di  circolo,  che  abbia  il 
raggio  =,  a , e la  tangente  = * . Adunque  l' integrale  di 
quella  forinola  non  dipende  da  quadrature  più  alte  di 
quelle  del  circolo,  e dcll’iperbola  . 

41.  Se  in  oltre  la  frazione  farà  moltiplicata  in— 

una  qualunque  potellà  dell’incognita,  la  quale  potcllà 

fia  pofitiva , come  fe  folle  l’ equazione  • 

aax  n dx  c c 

■ — , li  faccia 

xx  +•  ìax  — aa  X xx+-  aa 

aax  " dx  — Axn*~  1 dx  +-  Bxn  dx  +* 

•kx  +-  ìax  — aa  Xxx+-aa  XX  +■  ìax — aa 

Cx"  1 dx+-  D xn  dx  ^ e trovino  nello  flelTo  modo , 
xx  4-  aa 

come  fopra , i valori  delle  majufcole  A , B , C ec. , o 
pure  fi  operi , come  fe  la  detta  potcllà  non  vi  fofle  , 
e le  ribaltanti  frazioni  fi  moltiplichino  per  la  lìelTa  po- 
teflà  , ed  avremo  parimenti  altrettante  frazioni , cho 
non  efiggeranno  quadrature  fuperiori  a quelle  del  circo- 
lo, e dcll’iperbola  , e che  fi  fapranno  maneggiare  col- 
le date  regole  . 

42.  E fe  la  potellà  della  variabile  farà  negativa-; 
cioè  , fe  farà  pofitiva  nel  denominatore  , per  quella- 
potellà  fi  moltiplichino  tutti  i denominatori  delle  fra- 
zioni rifiatanti , e faranno  della  feguente  forma  . 


Sia 
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Sia  pep  efempio  x—"dx  't 

xx  -4-  ax  +•  bb  X xx  £ aa  X # — c 
rifoluta  quella , come  fe  non  vi  forte  la  x ~ " , cd  indi 
moltiplicando  ogni  termine  per  # — farà 

x " dx  — A xdx  +-  Bdx  +■ 


xx  +-  ax  +■  bbXxxizaa Xx  — c 
Cxdx  +-Ddx  +-  Hdx 


xx  4-  ax  +-  bb  X x " 

, intendendo  già  per  le 


xx±.aaX*n  xizcXx* 
majufcole  que'  tali  valori  ritrovati  con  la  data  maniera, 
che  rendano  la  fomma  di  quelle  frazioni  eguale  alla_. 
propofla . 

L’ultima  frazione  non  avrà  bifogno  d’altro  artifi- 
zio , perchè  fi  faprà  integrare  colle  date  regole  . 

Quanto  alla  prima  : fia  per  chiarezza  d’ efempio 
A — aa  , B — abb  , onde  fi  efprima  così 


aaxdx  ■+-  abbdx 


fi  faccia 


xx  +■  ax  +■  bb  X x ” 
aaxdx  +■  abbdx 

xx  +-  ax  +■  bb  X x " 


Mxdx  +-  A Tdx 
xx  +-  ax  +•  bb 


P xn~~  ' dx  -t-Hx”  — 1 dx-*- E xn~  ? dx  ec.  così  prole* 
! x” 

guendo  fino,  che  l’ultimo  termine  fia  collante  , cioè 
zero  *la  potelìà  dell’incognita  x.  Ridotte  quelle  frazio- 
ni al  comune  denominatore  , e ridotta  al  zero  l’equa- 


zione , 
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alone  , averemo  , come  s’è  fatto  di  fopra , i valori  delle 
majufcole  . Lo  fteffo  fi  faccia  rifpetto  all’altra  frazione 

Cxdx  +-Ddx  ^ e troveraflì  finalmente  l’integrale  de'la- 
xx+zaa  X 
propofia  formola  . 

E però  generalmente , fuppofie  le  fole  quadrature 
del  circolo  , e dell’  jperbola  , fi  potrà  Tempre  avere  l’in- 
tegrale della  formola  x “ " dx , 

xx  4-  ax  +-  bb  X xx  +:  aa  X x +;  c ec. 
comunque  fieno  i componenti  reali  del  denominatore  , 
purché  in  elfi-  la  incognita  non  ecceda  la  feconda  di- 
menfione . 

43.  Ma  fe  il  denominatore  della  propofia  formola , 
o frazione  non  farà  rifoluto  ne’  fuoi  componenti  reali , 
ne’  quali  l’incognita  non  ecceda  la  feconda  diluendo- 
ne , nè  tale  fi  potrà  ridurre  colle  regole  ordinarie  dell’ 
algebra,  fi  potrà  fempre  peto  con  un  poco  d‘ artifizio 
ridurlo  tale  , ogni  qual  volta  egli  fia  una  formola  con- 
vertibile , o pure  il  prodotto  di  più  formole  convertibili. 
Forinole  convertibili  chiamerò  quelle  , nelle  quali  la_. 
variabile  abbia  il  maffimo  numero  delle  fue  dimenfioni 
pari  affermativo  , quale  fia  per  efempio  n , l’ultimo  ter- 
mine fia  a " , indi  i termini  equidifianti  da  quello  di 
mezzo  abbiano  il  medefimo  coefficiente  , ed  affetto  dal 
medefimo  fegno  , fupplite  le  dimenfioni. colla  collante, 

h da 


6;  o ISTITUZIONI 

da  cui  è formato  l’ultimo  termine  ; tale  farebbe  la  for- 
inola x**~a %o  pure  l’altra  *4  + bx'-t-ccxx+-aabx+-a*, 
o l’altra  x* — bx'-t-b'x' — a*bx+-a *.  Che  fe  fofle 
xi4-bx*+-a'x-*-a*b  , Il  feriva  ella  nell’equivalente  for- 
ma x*  + a*  X * +-  b , in  cui  #4-t-<J*  c formola  conver- 
tibile, ed  x*-b  c lineare  , che  non  apporta  difficoltà 
alcuni . Lo  fleflo  s’intenda  d’infinite  altre  . 

44.  Abbiali  ora  adunque  xm  — am  da  rifolverc  in 
componenti  reali , ne’  quali  x non  ecceda  la  feconda-, 
dimenfione , e che  non  abbia  efponenti  rotti  , e Ila  in 
primo  luogo  m numero  intiero  affermativo  pari . In  tal 

_I  m JL  m JLm  1 t» 
cafo  farà  egli  divifibile  in  a:1  +-£  1 , ed  * 1 — ax 

fenza  frazione  negl’ efponenti } per  effere  m numero  in- 
tiero pari  . Il  primo  divifore  fi  rifolverà  per  le  regole, 
che  fi  daranno  fra  poco  per  il  binomio  xm  +-am  . Il 

' m 1 ,n 

fecondo  x~  — a~x  , fe  ^ m farà  numero  pari , fi  rifol- 

« JL  m -Lm  1 w 

vera  nuovamente  in*4  -t-a  4 , ed  a?4  — a4 

fenza  frazione  negl’  efponenti  . Ma  fe  ~ in  farà  numero 
difpari,  fi  rifolverà  per  le  regole  da  preferiverfi  per  il  bi- 
nomio xm  —am  quando  m è numero  difpari. 

Sia  in  fecondo  luogo  xm +-am  , e fia  m numero 
intiero  affermativo  pari  , nel  qual  cafo  la  formola  è 

con- 
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convertibile.  Si  fupponga  xm  ■*- a'"  — o y indi  fi  formi 
una  forinola  convertibile  , in  cui  il  malfimo  efpomntc 
di  x fia  m — 2 , e che  abbia  tutti  i termini  , e l’ ultimo 
termine  fia  a*"  — 1,  ed  il  coefficiente  del  fecondo  ter- 
minine fia  per  efempio  b , quello  del  terzo  fia  re,  quel- 
lo del  quarto  d'  ec.  , e quella  fi  paragoni  al  'zero  , on- 
de ne  rifiliti  un’equazione  . Tale  equazione  fi  moltipli- 
chi per  xx  +-/*+- aa;  il  prodotto  farà  un’altra  equazio- 
ne convertibile  , in  cui  l’efponente  maffimo  di  x farà 
zi  m . Quella  equazione  fi  paragoni  termine  per 
termine  coll’equazione  fittizia  *"*  +■  am  z:  o , in  cui  i 
coefficienti  de’  termini  intermedj  fono  — o t e cavando 
dal  paragone  de’  fecondi  termini  il  valore  dell’alTunta_. 
b , dal  paragone  de’  terzi  il  valore  dell’  alluma  cc , da_. 
quello  de’  quarti  il  valore  dell’  alluma  d'  , e cosi  fino 
al  termine  di  mezzo , comprefo  anche  quello  ( giacché 
di  là  dal  medio  l’ altre  equazioni  tornerebbero  le  mede- 
Urne,  per  edere  le  equazioni,  che  fi  paragonano,  con- 
vertibili ) da  quell’ ultimo  fi  caverà  il  valore  di  / efpref- 
fo  con  una  equazione,  che  avrà  numero  m dimenfioni, 

1 

di  cui  tutte  le  radici  faranno  reali  , e ci  daranno  i va- 
lori di/,  che  foflituiti  nel  trinomio  xx  +-/*■  +-  ac. 1 daran- 
no altrettanti  trinomj , il  prodotto  de’  quali  rellituirà  il 
propoflo  binomio  xm  -t-am  . 

Sia  x*+-a*  . Prendo  un’ equazione  convertibile  del 

h 2 fe- 


(>n  INSTITUZIONI 

fecondo  grado  xx  4-  bx  +-  aa  ~ o , la  moltipllco  per 
xx*-fx  + aa  — o , e ne  ricavo  un'altra  equazione  con- 
vcrnbitó  =0  . Paragono 

quella  con  la  fittizia  *4  +.  a*  = o , e dal  paragone  de* 
fecondi  te’rmini  trovo  h+f—ot  cioè  b — — /;  dal  pa- 
ragone de’  termini  di  mezzo  trovo  zaa  -t-bf—o,  e_. 
foftituito  in  luogo  di  b il  fuo  valore  — / , trovo 


ff  — zaa  — o , onde  f—izvs  z aa  . 

Sia  x*  +-  a‘  . Prendo  l'equazione  convertibilo 
x*  +•  bx  ’ +■  ccxx  +-  ìi.ibx  +■  a*  — o , la  moltiplico  per 
xx  f x +■  aa  — o,  e ne  rifulta  l'equazione 


x*  +-  bx'  -*-  ccx*  +-  zaabx*  +-  <7 4 .v#  a* fx  +.  a* 

+ fxf  +•  4 -i- / rrx ’ +•  aabfxx-t-a‘‘bx  — O . 

+-aax 4 4 • aaccxx 


Paragono  quefla  con  la  fittizia  x*  4-<*‘  = o , e dal  parago- 
ne de’  fecondi  termini  trovo  b+-f=o  ; dal  paragono 
de’  terzi  trovo  cc  4-  bf  +■  aa  — o , cioè  foftituendo  il  va- 
lore di  b , cc — aa  = o ; dal  paragone  de’  medj  tro- 
vo zaab+-fcc  — ot  cioè  follituendo  in  luogo  di  b , e_. 
di  cc  i fuoi  valori , /’  — 3 aaf  — o . 

Facendo  attualmente  quelle  operazioni  fi  troverà 
adunque  , che 

Se  m — 4 , farà  f — z aa  — o 
Se  m - 6 , farà  /*  — 3 aaf  — 0 . 

Se  m — S , farà  /4 — 417^ +■  za*  — o . 

Se 
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Se  m — io  , farà  /'  — jaaf*  4-  fa4/  — o . 

Se  m — 12,  farà  f*  — 6 jjf4  4-  9 a4jf — li*  — o . 

Se  m~  14  , farà  f7 — 7 aop  +■  14 a4/1 — 7j*/  = o , 

e cosi  fi  può  procedere  per  gli  altri  valori  pari  di  v: . 

In  luogo  di  a- 4 4- a4,  fia  at4  4-  zbx  * 4-  zaabx  4-  a4  , 
forinola  pure  convertibile.  Moltiplico  l’equazione  con- 
vcrtibile  xx +•  hx  aa  — o per  xx  4-  fx  4-  aa  ~ o , ed 

averò  , come  fopra  , a?  4 4-  bx ’ 4-  2 aaxx  4-  aafx  4-  a4  _ Q 

-i-  fx  * 4-  /j/àta;  + aa/jj: 

Paragono  quella  con  l’ equazione  fittizia  x 4 +-  2 bx  ' +■ 
zaabx  4-  a4  = o , e dal  paragone  de’  fecondi  termini 
trovo  h-^f  — tb  , cioè  b — zb ■ — /;  dal  paragone  de’ 
medj  trovo  2aa  +-bf—o,  e fofiituendo  in  luogo  di  I) 
il  fuo  valore  , fi  à 2aa  4-  zbf — jf  — o , cioè  ff — zbf— 
zaa  = o . 

Sia  at‘4-  a'x'  4-  a*  .‘Prendo  l’equazione  converti- 
bile x4  + bx’  + ccxx  +-  aabx  +-  a*—o  ; la  moltiplico  per 
xx  -*-fx  4-  aa  , ed  avrò 

*■  * 4-  bx 5 4-  re*4  4-  zaabx  ’ 4-  a4  xx  +-a4fx+-  a* 

+ fxi  +.  bfx4+-  ecfx 1 + aabfxx  +-a4bx  =0. 

4-  aa* 4 4-  aaccxx 

Paragonata  quella  con  l’equazione  *s4-a’*J  4-a4  = 0, 
trovo  dal  paragone  de’  fecondi  termini  b-t-f—o;  dal 
paragone  de’  terzi  trovo  cc  4-  bf+-  aa  — o , e pollo  io- 
luogo  di  b il  fuo  valore  , farà  cc  — jf 4-  aa  = o ; dai 
paragone  de’  medj  trovo  zaab +- ccf  — a* , e polli  in_. 

luogo 
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luogo  di  b , c di  cc  i Cuoi  valori , farà  f'-iaaf—a'-o, 

c cosi  di  quant’  altri  fi  vuole . 

Abbiafi  adunque  *4-t-  zbx'  +•  zaabx  +-  a*  da  rifolve- 
re  in  componenti  reali , ne’  quali  x non  abbia  efponen- 
ti  rotti , e non  ecceda  la  feconda  dimenfione  . L’equa- 
zione , che  deve  dare  i valori  di  /,  è adunque., 
i i,f—  zaa, dalla  quale  fi  ricavano  i valori  di/tutti  reali, 

cioè  f—  b +-  +*  bb  , /=  b — zaa+~  bb  . Softitui- 

to  pertanto  ciafcuno  di  quelli  valori  in  luogo  di  / nel 
trinomio  xx  +"fx  -t-  aa  , troveremo,  che  x*+~2.  bx' +• 
iaabx  +■  a*  è il  prodotto  de’  due  componenti  reali 

xx+-bx+-x  Vzaa  +-bb*-aa;  xx  +-bx  — xU'zaa  +■  bb  aa . 
Cosi  fe  fia  *‘+.M.v4^a,.y.v4-3s=o.  ElTendo  l’equa- 
zione , che  dà  i valori  di  /,  f'  — zaaf  - o,  dalla  quale 
fi  anno  i valori  di  f tutti  reali , cioè  /=  o , f-  u'  ì aa, 

[✓  2ja  , farà  x*  +•  aax*  +- a*xx  +-  a*  il  prodotto 

de’  tré  efficienti  reali  xx  +-  aa  , xx  +■  x 1/  2 aa  +■  aa  , 
xx  — x V'  2 aa  +-  aa  • 

Abbiafi  x19  +-  a,a  • L’equazione  , che  deve  dare  i 
valori  di  /,  è /‘  — 5^/'  +-  5^f-  0 , dilla  quaIe  fi  rica- 
vano  i valori  di /tutti  reali,  c\okf=o,f=a  / 5+J^f  , 

X 

5 — ^5- 

X 

Solli- 


/=  — a )/ 5 +-^5  J~a  |/5  — *5  , /=— a / 
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Soflituito  per  tanto  ogn’  uno  di  quelli  valori  in  luogo  di 
/ nel  trinomio  xx  +-/v  4-  aa  , fi  troverà,  che  x'04-a'° 
è il  prodotto  de*  cinque  efficienti  reali  xx  +-  aa  , 


xx  4-  ax 


/i 


+■  \/  5 aa 


XX 


— ax  5 


l/”  5 4-  aa 


XX 


IX  y/  ^ — K 5 


— a*  j/  ?— ^5 


onde  fi  conclude  , che  l'integrale  di  qualunque  form  >- 
la  differenziale , il  di  cui  numeratore  Ila  dx  moltiplica- 
to in  qualunque  collante  , ed  il  denominatore  di  fimil 
natura  a quelli , che  fi  fono  confiderai , non  dipenderà 
mai  da  quadrature  più  alte  di  quelle  del  circolo  , e dell’ 
iperbola  , e potrafli  avere  con  le  date  regole  . 

45.  Sia  poi  xm±,amda  rifolvere , come  fopra  , c 
Ila  m numero  intiero  affermativo , ma  difpari . 

La  formola  fi  divida  per  x±.a  , ed  il  quoziente-., 
( che  nel  primo  cafo  farà  xm—  1 — axm~  *4-  aaxm~~  1 — 
aixm—4  ec>  fino  all’ultimo  termine  , che  farà  4 ~a'“~ 
e nel  fecondo  cafo  farà  xm—  ' 4-  axm~  1 4-  aaxm—  J 4- 
a'  xm~  4 ec.  fino  all’ultimo  termine,  che  farà  4 -am~  ') 
fi  fupponga  = o , e quella  finta  equazione  , che  è con- 
vertibile , fi  paragoni  termine  per  termine  col  prodot- 
to di  una  equazione  convertibile  , in  cui  il  numero  del- 
le dimenfioni  dell’incognita  x fia  m — 3,  nel  trinomio 
xx  4-  fx  4-  aa  , c dal  paragone  de’  fecondi  termini  fica- 


vera 
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vera  il  valore  dell’ alluma,  per  d'empio  b , da  quello 
de*  terzi  il  valore  di  cc  , da  quello  de’  quarti  il  valore 
di  d*  ; e finalmente  dal  paragone  de’  termini  di  mezzo 
fi  caveranno  i valori  di  / efprcttì  con  una  equazione  di 
numero  m — i dimenfioni , della  quale  tutte  le  radici 

X 

faranno  reali  , e determineranno  i valori  di  / tutti  rea- 
li , che  folìituiti  nel  trinomio  xx  4-  fx  +•  aj  , verranno  a 
fomminiflrarci  altrettanti  trinomj , che  infieme  molti- 
plicati , e moltiplicati  per  x±.a  redimiranno  la  propo- 
rla forinola  xm  iiam  . 

Con  quello  metodo  fi  trovano  le  infraferitte  equa- 
zioni , che  fervono  per  la  rifoluzione  del  binomio 
x m +•  am  quando  m è numero  intiero  aifirmati vo 
difpari  . 

Se  m — 3 , farà  /-t-j  — o . 

Se  m — J , farà  jf  +-,if  — aa  — o . 

Se  m — 7 , farà  /’  4-  af — 2 a.if — a ' = o . 

Se  m — 9 , ^rà  / 4 4- af * — 3 aaff — ia'f^.a*~o. 

Se  0*  = n,  farà  {'  4-  af* — qaaf' — la'f*-  $a*f+-  a'  = o'. 

Se  m — 13,  farà  /‘+-  af' — 5 aaf* — 4.1’/'  4-  6a*f+-  3<j’/— <j‘=:o  . 

E cosi  fi  può  procedere  per  gli  altri  valori  difpa- 
ri di  m . 

Se  la  formola  propofta  fotte  fiata  xm  — a'”  , etten- 
‘do  m numero  intiero  affermativo  difpari , fatta  , come 
fi  è detto,  la  dividono  per  x— a , le  medefime  equazio- 
ni 
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ni  avrebbero  luogo,  mutati  i fegni  nel  fecondo,  quar- 
to , ferto  termine  , ed  in  tutti  gl’ altri  poili  ne’  luo- 
ghi pari . . ' 

Afi.  Se  in  luogo  di  xm  ±.  am  , porto  m numero  in- 
tiero affermativo  difpari , la  forinola  forte  qualunque-» 
altra,  ma  tale  , che  divifa  per  x±:  uni  collante  , ciò 
che  ne  rifuita  forte  una  forinola  convertibile  , come  fa- 
rebbe  x ’ •*- bx * — aax' — aahxx  +- a* x +- <j4 b , la  quale 
divifa  per  x-i-b  dà  x ♦ — aaxx  a*  , trattata  quell’  ulti-: 
ma  al  folito,  e trovati  i valori  di  f , e fortituiti  nel  tri- 
nomio xx+-fx+-aa,  averemo  altrettanti  trinomj  , che 
infieme  moltiplicati , e moltiplicati  per  x -t-  b , redimi- 
ranno la  proporta  formola . 

* - - . * .fi 

Debba,  per  efempio,  rifolverfi  x'-t-  a'  in  efficien- 
ti reali , ne’  quali  * non  abbia  efponenti  rotp , e non 
ecceda  la  feconda  dimenlìone  . L’ equazione  , che  de- 
ve dare  i valori  di  / ( fecondo  le  cofe  dette  ) farà 
Jf-t-af — aa  — a,  dalla  quale  cavati  erti  valori  di'/,  che 
fono  / = — a ± a y 5 , e fortituiti  in  luogo  di  / nel 

X 

trinomio  xx  +-/*+•  aa  , averemo  due  trinomj  reali 
xx  — ax  + ax\/}  4- aa  , ed  xx  — ax  — ax  t^ 5 +- aa  , il 
* - < * 
prodotto  de’  quali  con  x+-a  reftituifee  la  formola  pro- 
porta x * +■  a ' . 

Debba  dividcrrt  in  efficienti  reali  la  formo- 

i la 
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la  x'  4-  bx* — aax'—aabxx  ■*-a*x+-a‘,h  , che  divifa  per 
x-t-b  ci  dà  x * — aaxx  +•  a*  . ■ , 

L'equazione  di  / per  quella  farà  ff  — ^aa  , ed  i 

valori  di  f faranno  f — ±.  V ; aa  . Soflituiti  quelli  in  luo- 
go di  f ntl  trinomio  xx  +.  fx  +-  aa  , averemo  due  trino- 

mj  reali  xx +-  x 1^3 aa+-  aa,  xx — xi/  $aa  +-aa  , il  pro- 
dotto de’  quali  con  x +■  b rertituiice  la  proporta  formula . 

47.  Da  ciò  fi  conclude  , che  l'integrale  di  qua- 
lunque formola  differenziale  , il  di  cui  numeratore  fiiL, 
dx  in  qualunque  cortame  , ed  il  denominatore  fia  di  fi- 
mil  natura  a quelli  , che  fi  fono  confiderati  , non  di- 
penderà mai  da  quadrature  più  alte  di  quelle  del  circo- 
lo , e dell'  iperbola , e potrafli  avere  con  le  dato 
regole  . 

48.  Mi  perchè  ntlle  dimenfioni  più  alte  il  valore 
di  / dalle  equazioni  di  fopra  riferite  non  può  coll’attua- 
le feparazione  ricavarfi  , in  quelli  cafi  ballerà  ri- 
volgerli alla  collruzione  geometrica  delle  meditino 
equazioni  . Cosi  per  ritrovare  i componenti  di 

ed  indi  l’integrale  della  formola  dx  , divifo  il  deno- 

- 

• • - J.r, 

minatore  per  *+-a,  il  quoziente  farà  x * — ax'  +- 
aax* — a*  x ' -t-a*xx—  a 1 x +-  a* . 1 valori  di/  per  rifob 
vere  quella  formola  fono  lomminilìrati  dall’  equazione 
f'  + aff — *aaf — a'  — o.  Ritrovati  per  tanto  coi  mc- 
> . * todi 
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todi  foliti  dell’  algebra  , per  mezzo  dell’  interfecaziono 
di  due  corvè  , o in  altro  modo  i valori  veri  , e fallì  di 
/,  che  faranno  tutti  reali,  per  efempio,  uno  A , l'altro 
— B , l’altro  — Ct  la  quantità  x7  4-  a7  farà  il  prodotto 
di  x-f • a in  xx*-Ax-*-aa  in  xx  — Bx+-aa  in  xx — ■ 
Cx+-aa  , e le  quantità  A,  B,C  faranno  reali , e date  ; 
onde  fi  potrà  procedere  alla  integrazione  della  formola 
dx  per  le  fole  quadrature  del  circolo  , e dell’ 
x 7 +-  a7 
iperbola  . 

49.  Col  medcfimo  artifizio , con  cui  fi  trovano  le 
equazioni  per  rifolvere  il  binomio  xm  ±,  am  , fi  poilono 
ritrovare  per  rifolvere  il  trinomio  x*m ±.zaaxm  +■  aa  , 
effendo  2 m numero  intiero  affermativo  pari  ; anzi  ge- 
neralmente ogni  qual  volta  fi  proponga  da  rifolvere., 
una  formola  , che  fia  convertibile , o il  prodotto  di  con- 
vertibili in  lineari , e che  non  abbia  frazioni  negl'  efpo- 
nenti  , fempre  potrà  ridurli  col  metodo  di  fopra^ 
efpoflo  . 

Il  cafo  del  prodotto  di  formola  convertibile  in  una 
lineare  l’abbiamo  quando  m è difpari  , ed  altrove^  . 
Efempio  dell’ altre  fia  x*+-b*x* — a*x*  — a*b*  , cioè 

x*  +•  b*  X** — a*  » 0 x*-i-b*Xxx+-aaXxx  — aa  . 
Rifoluto  per  tanto  ne’  fuoi  efficienti  reali  di  due  di- 
menfioni  il  divifore  x*  +-  b*  , che  fieno  per  efem- 

i 2 pio 
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piò  xx  4-  Ax  + bb  , xx  +-  B x +•  bb  t fata 

— - I"  " ' — " ■ 1 1 T ™ 1 i i - ■—  • «'"■  • 

x*+-  b*  Xx* — a*=xx+-  Ax+-  bb  Xxx+-  Bx+-  bb\xx+-  aaY^xx — aa  \ 
E fc  fofle  flato  *4  -t-  ^ ♦ X “-*-  <*4»  rifoluto  in  oltre*4*-  a* 
in  **4-  Cx 4-  aa, ed  xx+-  Dx 4- aa , farebbe  *44-  &4X**+- 


xx+-  Ax  4-  W X *■*■+-  Bx  bbX*x*"  Cx  +•  aa)i(,xx  +■  D *+■  aa. 
jo.  Per  avere  l’integrale  della  forinola  ma™  Ax  , 

- , " ' > • - j-am 

in  cui  m efprime  un  qualunque  numero  intiero  afferma- 
tivo , fi  chiamino  A , B , C,  ec.  i valori  di  / coi  loro 
fegni , che  fervono  per  la  rifoluzione  del  denominatore 
xm  +:  am  , e fi  avverta  , che  di  quelli  valori  uno  può 
alle  volte  elfere.=  o,  il  che  feguirà  qualunque  volta, 
elTendovi  xm  am  nella  detta  formola,  fia  m un  nu- 
mero della  ferie  2,6,  io,  14,  18  ec. , e qualunque», 
volta , eflendovi  xm  — a'n  nella  data  formola  , fia  m un 
numero  della  ferie  4,8,  12,  itf  ec.  ; ciò  pollo,  l’in- 


tegrale cercato  farà  ± _A_  J V xx  +-  A x +~  aa  +z 

* a . . 


B xx +-Bx-*-aa±:C  jVxx-ìrCx+aa  ec.. , prefi 


tali  logaritmi  nella  logaritmica,  di  cui  la  fottangente  fu 
— a , aggiungendo , o fottraendo  da  quello  complelTo 
di  termini  logaritmici  ( fecondo  che  il  fegno  del  termi- 
ne a'n  nel  dcnominatoré  farà  quello  del  più,  o quello 
del  meno  ) il  doppio  della  fomma  di  tanti  archi  di  cir- 
• ' colo  , 
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colo  , quanti  fono  i valori  A , B,  C ec.,  de*  quali  archi 
i raggi  fieno  per  ordine  t s aa — -^AAyVaa — BB  , 

l 'aa  — ~ CC  ec.  t le  tangenti  fieno  col  medefimo  ordine 

x*-~AyX+^ByX+-^Cec.  Tale  farà  l’ integralo 
della  forinola  ma’"  dx  , fe  m farà  numero  pari  affermati- 
xm  +-  am 

vo  ; ma  fe  nella  medefima  formola  m farà  numero  dii' - 
pari  affermativo , converrà  aggiungere  al  tutto  il  loga- 
ritmo di  x +■  a , perchè  il  denominatore  4 anche  la  ra- 
dice reale  x+-a.  E fe  la  formola  farà  mam  dx  , effen- 

xm  —am 

do  m numero  difpari  affermativo  , converrà  in  luogo  del 
logaritmo  di  x a , aggiungere  quello  di  x — a.  E fe 
finalmente  , eflendo  la  formola  mam  dx  , farà  m nu- 

xm  — am 

mero  pari  affermativo  , converrà  aggiungere  il  loga- 
ritmo di  x — a y e fottrarre  quello  di  prendendo 

Tempre  anche  quelli  logaritmi  nella  logaritmica  della-, 
fottangentc  = a . ' . , 

51.  Ma  fe  nella  propoffa  formola  dx  ■ il 

xm  ± - am 

numero  m fofle  intiero  negativo,  cioè  fe  fofle  dx  , 

x — m a — m 
effa 
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cffa  lì  efprima  così  dx  , la  quale  ridotta  al  có- 


xm  am 

munc  denominatore  equivale  a quella  am  xm  dx  , e di- 

videndo  il  numeratore  per  lo  denominatore  , acciò  la 
maffima  poterti  dell’  incognita  fia  minore  in  quello , 
che  in  quello  , fi  averi  finalmente  +zam  dx+z  aimdx , 

X m +;  am 

in  cui  m fari  numero  pofitivo  , ed  averanno  luogo  le 
cofe  dette  di  fopra  anche  quando  nella  forinola  dx 

x m +■  am 

fia  m numero  negativo  intiero  . 

52.  Se  in  oltre  la  frazione  dx  s’intenderà 

Xm  +;  am 

mokiplicata  per  x”  , effondo  » intiero  affermativo  , 0 
negativo , rifoluto  il  denominatore  ne’  fuoi  efficienti 
reali , ne’  quali  x non  ecceda  la  feconda  dimenfione , 
fari  effa  il  cafo  da  me  fopra  confiderato  ai  num.  41.., 
e 42. , e però  riducibile  alle  quadrature  del  circolo  , e 
dell'  iperbola  . 

53.  Ma  quando  » fia  negativo,  fi  potrà  più  fpc- 

ditamente  ridurre  così  . Sia  in  primo  luogo  » minore 
di  m : la  forinola  dx  fi  efprima  colloqui- 

ar™ +-  <j™  X*" 


valen- 
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valente  dx  — xm~ndx  ; e dx  con 

°m  *"  am  X xm  +•  am  xm  — amX*” 
fa  — dx  +-  xm—ndx  . Sia  in  facondo  luogo 
a”  am  X xm  — am 

n maggiore  di  m , la  formoia  dx  fi  efprima 

xm  -t-  a m X x" 


con  l’equivalente  dx  — dx  4-  dx 

q m % n q im  ^ n — m 


dx  ec.  fino  a quel  termine,  in  cui  l’efponen- 

te  di  x fia  proflìmamente  maggiore  di  m , +;  ( fecon- 
do, che  porterà  l’alternativa  de*  fegni  ) dx  , 

x m +-  am  X & r x* 

dove  r.è  lo  fiefio  efponente  della  quantità  a nel  termi- 
ne antecedente  , e la  r è il  refìduo  della  divifionc  fat- 
ta del  numero  n per  Io  numero  m quante  volte  fi  può . 

E fe  folle  dx  , fuppoflo  pure  n raaggio- 

xm  — amX  x " 

re  di  m , tutti  i termini  della  ferie  dovranno  efiere  af- 
fetti dal  fegno  negativo  , ed  il  termine  fuori  della  ferie, 
cioè  il  termine  dovrà  avere  femprc 

xm  — am  X °r  x* 

prefiffo  il  fegno  affermativo  . Data  adunque  la  fornao- 

• • Ta 
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la dx  , farà  erta  — dx  — 

x'-ha'Xx*  a'x'  x'*-a'  X a'xx 

v 

ma  Tappiamo,  che  — dx  — — dx  -t-  xdx  , 

* 1 +-  a * X * xx  a ‘ xx  a ‘ \x  ‘ +■  a * 

adunque  farà  dx  — dx  — dx  +-  xdx  , 

1 +-  <3  ' X * ’ a ' * ’ 5 **  a 6 X Af  ’ +*  ' 

quantità  tutte  , che  fi  fanno  maneggiare  con  le  dato 
regole  . 

54.  Ma  fe  m farà  numero  rotto  affermativo  , o 
negativo,  chiamifi  t il  numeratore  della  frazione  , che 
è eguale  ad  m , ridotta  che  quella  fia  ai  termini  fem- 
pliciflìmi , e p il  denominatore  della  medcfiraa  ; talché 
la  forinola  data  fia  efprefla  per  dx  ; pongafi 

r t 

x P iz  ai 

x = yP  , ed  a — bP  , e la  forinola  fi  convertirà  in_. 
pyt—'dy , che  non  à efponenti  rotti,  onde  fi  può  ri- 
y*  ±:  b* 

folvere  per  le  date  regole  . 

Sia  adunque,  per  efempio,  la  forinola  dx  ; 

X X 
x~*  ±a~* 

pongo  x —yy  , a — bb  , farà  dx  — ìydy  , e fatte  le  fo- 
llituzioni , la  forinola  farà  mutata  in  lydy  , che  non 

y' ± b% 

Si  efponenti  rotti . jj. 
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yy.  Se  poi  folle  data  la  forinola  x"  dx  , in_. 

xm  i am 

cui  m , ed  n folTero  numeri  rotti  , chiamando  r il  nu- 
meratore della  frazione  »,  e p il  denominatore  di  quel- 
la , e cosi  chiamando  t il  numeratore  della  frazione  mt  * . 
e q il  denominatore  della  medefima  ( intendendo , che 
tali  frazioni  fieno  ridotte  a’  termini  fcmplicilfimi  ) la_ 

r 

formola  farà  x ? dx  , in  cui  r,  p , qtt  faranno  nu- 

I T 

x 1 ± a* 

meri  intieri  pofitivi , o negativi . 

Pongafi  ora  x —yti , ed  a — btì  , la  formola  fi  con-  • 

vertirà  in  pqyT-^ti—  ldy , che  non  à frazioni  negli  cf- 

yP  ± bP  } 

. 2 

ponenti . Sia  per  efempio  la  formola  x 1 dx  ; pon- 

2 1 
x s ±.  a * 

i 

go  x —y '°  , a~  b'e  , farà  dx  — 1 oy*dy  , x 1 — y M , 

4 • 

= y’ , e fatte  le  foftituzioni , farà  mutata  la  formo- 
la  in  10 y**dy  , che  non  a efponenti  rotti. 

y'+ib' 

y<f.  Finalmente  fe  farà  x"  dx  , elTendo  » , m 

> u 

e xm  ± am 

k ed 

1 
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ed  « numeri  intieri  politivi  , fi  potrà  Tempre  averne.» 
l’integrale  , fuppofte  le  fole  quadrature  del  circolo  , e 
dell’iperbola  , e l’integrale  fata  compollo  di  quantità  al- 
gebriche , e di  una  quantità  lommatoria,  il  che  fi  farà 
nel  feguente  modo  . 


Si  fupponga  la  forinola  yl 


x”  dx 


x m -t-  a m 
' \ 

x n 4.  tim ìm  -f-  I Qxn  +.  um  — 1 £)x*+-  um—  ìm — 1 


• x->,  +_  am 

fino  al  termine  cofiante  , cioè  fino  a quello  in  cui  l’ef- 
ponente  di  x fia  zero  , e lia  quello  K,  indi  fi  aggiunga 
d* , cioè  fi  faccia  C xn  dx  _ 

am  J « 

x,n  iz  <*m 

vxn+.  um—  1 m+.  1 +_  Cx”+m  "m~  Im4*-  Dx,l+'  um — 1 ec.  * K +• 


1 r x " a 

J xm  ±_ 


! r x*  dx 
xm  Qm 


zz  a1 


Si  differenzj  l’ equazione  , e fi  riducaci  zero  , e fi 
ordinino  i termini  ; dal  paragone  de’  primi  al  zero 
troveraflì  il  Calore  dell’ alluma  B;  dal  paragone  de’  fe- 
condi al  zero  troveralfi  il  valore  dell’alTunta  C;  e cosi 
di  mano  in  mano  il  valore  dell’ al  tre  , i quali  valori  fo- 
fìituiti  in  luogo  delle  majufcole  , comecché  la  fomma- 

4 

toria 
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toria  r _ y"  dx  dipende  dalle  fole  quadrature  del  cir- 
J xm  hh  am 

•colo  , e dell’iperbola  , e gl’ altri  termini  nell'omogeneo 
di  comparazione  fono  algebraici  , cosi  la  propofta  for- 
mola  non  efiggerà  quadrature  fuperiori . 

57.  Alle  volte  potrà  occorrere  , che  alcuno  de' 
coefficienti  B , <7 , D ec.  fi  trovi  arbitrario  , ma  folo 
allora  quando  fia  n maggiore  di  m — 1 . E fi  noti  pu- 
re , che  ogni  qual  volta  fia  tn—n+-  1 , il  coefficiente  A 
fi  trovai  eguale  al  zero  , ed  in  confegucnza  algebraico 
l’integrale  della  propolla  forinola  . 


58.  Ma  fe  nella  propofta  formola  differenziale 
l’ efponente.  » foffe  intiero  negativo  , di  modo , che  efTa 
foffe  dx  , in  cui  ora  è pofitivo  , l’integrale  fa- 

mU 

xn\xm±.am 


rebbe  Bxum~  im+  Cx um—  im—  '+■  Dxum— lm—  * ec.  +-  K ■ 


f 


x”~  1 X * m +2  am 

dx  i quali  coefficienti  B,  C,  D ec.  fi 


xH  \xm±.  am 
determineranno  nello  ftefTo  modo , come  fopra  . 

Sia  adunque  per  efempio  xdx  ; in  quefto  ca- 
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fo  fi  i«=i,»  = j,  U = 1 . Sarà  pertanto 

xdx  — B jcx  +-  C x +■  K +-  ^ /*  xdx  , e diffe- 

J x'  +■  a* 


f: 


x'  +■  a’ 
renziando, 


at  1 •+-  a ‘ 
xdx 


a ’ 


2 Bxdx+-  CdxXx'  +-  <j'  — $xxdxy,Bxx+-  Cx+-  K 4-  Axix , 


X ' 


x * +-  a' 

e riducendo  al  comun  denominatore,  ordinando  l’e- 
quazione , e paragonandola  al  zero  , farà 

a Bv 4 d.v  +*  C* ‘ dx — 3 Kxxdx+-  2 Ba 1 atJa:  +-Ca’  dx 
— $Bx*dx — 3 Cx  * dx  +•  A a'  xdx  —ot 

+-  tAx*dx  — xdx 

e però  dal  paragone  al  zero  de*  primi , fecondi  , terzi 
ec.  termini , troveremo  A — B=o,  cioè  B — *A,  C~ o, 
K-o,  iBa'-b  Aa'‘—  i-o  , cioè  Aa'-i—zBa'  t e_* 
ponendo  A in  luogo  di  B , farà  A — i zzB  , onde_. 

3 a' 

finalmente 

^ = *.v  f i /*  xdx • *. 

3*  ■/  Af*  -i-  a* 


/ 


30’X  x*  +-  a' 


3 a! 


Jf ’4-a' 

Ma  r xdx  — » xx  — — lx-*-a 

J x'  +■  a'  3 aa 

con  di  più  2 moltiplicato  nell’arco  di  circolo  del  rag- 


• gio 
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gi°  | A44  , tangente  = x — a ; adunque  fan 
/-=  = 


xx 


34*  X*!  + a' 


1 /^xx — 4x4-44 — 
94 1 


t / x -t-  4 4-  2 X arc0  di  circolo  del  raggio  _ 

pa'  9af 

1/344  , tangente  =x — 4,  prefi  i logaritmi  nella  lo- 
4 • ^ 

garitmica  della  fottangente  = 4 . 

59.  Ma  fe  P efponente  m fotte  negativo  , fi  traf- 
muti  la  foratola  in  altra  equivalente,  in  cui  P efponen- 
te ila  pofitivo  nel  modo  indicato  al  nura.  yi. 

do.  E fe  ambi  vi , ed  n fodero  rotti , fi  facciano 
le  foftituzioni  dei  numero  55.  . 

di.  Se  poi  P efponente  u non  fotte  numero  intie- 
ro , ma  rotto  affermativo  o negativo  , bàtterà , che  la_. 
formola  fia  uno  de’  cali  confidenti  al  numero  39.  ac- 
ciocché fi  trafmuti  in  un'  altra  capace  d’effere  maneg- 
giata colle  date  regole  . 

Anzi  la  formola  xndx  , effendó  gl'efponenti 

U 

xm  +-am 

h,  m , « numeri  intieri • pofitivi , o negativi  , ed  anco 
in  qualunque  modo  rotti  razionali , co’  fegni  del  più  , 
o del  meno  a piacere  , farà  integrabile  , o almeno  ri- 
duci- 
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ducibile  alle  note  quadrature  , ogni  qualvolta  1 detti  ef- 
ponenti  abbiano  tra  loro  tal  proporzione , che  una  delle 
due  quantità  da  cffi  compolle  , cioè  u — — i — » , 

m "* 

o pure  i — i 4-  n fia  eguale  ad  un  numero  qualun- 

m m 

que  intiero  . Se  quello  numero  intiero  farà  pofitivo,  la 
formola  s*  integrerà  algebraicamente  , falvi  que’  cali , ne’ 
quali  s’infinui  la  potedà  x~  1 dx  , che  obbliga  a’  loga- 
ritmi . Se  quello  numero  intiero  farà  negativo  , la  for- 
mola fi  ridurrà  alle  quadrature  del  circolo , o dell* 
iperbola  . 

Per  confeguire  l’intento  rifpetto  al  primo  cafo  di 


« — i — n — i eguale 

a numero  intiero  , 

il  faccia.. 

m tri 

xm  4-  am  —zxm  ; dunque 

xm  - am  , x - 

z — I 

1 

* 

z — lm 

x*  - a » , **+■  ' 

— a"-*-1  ' 

, e però 

n 

i 4-  n 

z — I "* 

z — I fW 

— » — I — - I 

x”dx  = — dz  X z- 

— i m ; ma  xm+-  am~ 

m 

U 

zxm  — amz  , ed  xm  +■  am 

— amuzu  , dunque 

fatte  leJ 

*—  1 ■■■■■■  ■ * ' 

2 ■—  1 


dovute 
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dovute  foflituzioni  nella  propofla  forinola  , farà  elTa-, 

— - w — 1 — 14-  u 

— a ” +•  1 — m“  z — dz  X 2 — 1 m , U quale 

Ut 

manifeflamente  fi  vede  , efiere  integrabile  algebraica- 
mente  ( falva  l’eccezione  fatta  ) quando  fia — n — 1 — 

m 

1 +-  u eguale  a numero  pofitivo  intero  . Che  fe  fia^ 

— n — 1 — i-f-tt  numero  intero,  ma  negativo,  per  le 

m 

cofe  dette  ne*  fuperiori  paragrafi  , la  fommatoria  della-, 
formola  non  dipenderà  da  quadrature  più  alte  di  quelle 
del  circolo  , e dell’  iperbola  . 

Vengo  al  fecondo  cafo , cioè  di  1 — 1 +•  n eguale 

m m 

a numero  intiero;  fi  faccia  xm  +■  amzzz  , farà  dunque 

I l * 

xm  — z — am  , x — z — a m , xn—z — a m *•"+-  1 r; 

1 -4-  " « +*  1 — « 

z — a m m , xn dx  — dzXz  — am  m ; ma_, 

m 

___  « 

xm  +-am  — z , ed  xm  +-am  = zu  , dunque  fatte  le_. 
foflituzioni  nella  propofla  formolo-.  , farà  eflà_. 

«4-1—1  » 4-  I — I 

dz  X z — om  m , O fia  z—udz  X z — am  ~ , 

m zu  m 

la  quale  è integrabile  algcbraicamcnte  ( falva  la  fuddet- 

ta 


V 
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ta  eccezione  ) quando  fu  » +-  i — i eguale  a numero 

m 

pofitivo  intiero  , e quando  fia  eguale  a numero  nega- 
tivo intiero  , la  fommatoria  dipenderà  dalle  note  qua- 
drature del  circolo  f e dell'  iperbola  , per  i fuperiori 
paragrafi  . 

6i.  Che  fe  il  denominatore  della  propofia  frazio- 
ne elevato  a qualunque  potefla  intiera  non  foffe  un  bi- 
nomio j come  fi  è fin*  ora  confiderato , ma  folle  un_> 
qualunque  altro  , purché  egli  fia  riducibile  ne’  fuoi  com- 
ponenti reali , ne’  quali  la  incognita  non  ecceda  la  fe- 
conda dimenfione  , o per  mezzo  delle  equazioni  con- 
vertibili , o in  altro  modo  , fi  potrà  fempre  ridurre  la 
formola  alle  note  quadrature . 

Imperciocché  fia  per  efempio dx ; 

i 5 

xx  +■  bx  +-  aa  Xx  +-jc 

fatta  attualmente  la  potefià  del  denominatore  , fi  finga 

un'  equazione  cosi  , dx +• 

1 x 3 

xx  +•.  bx  +•  aa  X x +■  e 

A x'  dx  +-  B xxdx  +-  Cxdx  +-  D dx  -h 

x ♦ 4.  ibx'  +-  laaxx  +-  bbxx  +-  zaabx  +-  a* 

Fxxdx  +-  Cxdx  + H dx  , ponendo  generalmente  tanti 

.v)+-3r».v-*-3Ct*x4-  c 1 

termini , quanti  fono  i componenti  del  denominatore  , 
ed  in  eflì  termini  tante  majufcole,  quanta  è la  maflìma 

potefià 
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poterti  dell’incognita  nel  denominatore  refpettivo  , mol- 
tiplicando in  oltre  in  ogni  termine  la  prima  majufcola 
per  la  raaflima  poterti  meno  uno  della  incognita  del  fuo 
denominatore,  la  feconda  mijufcola  per  erta  poterti 
jneno  due,  e cosi  di  mano  in  mano  fino  all’ ultima.* 
cortame  . Con  la  folita  maniera  fi  devono  determinare 
erte  cortanti  artunte  , ed  il  primo  termine  fomminirtre- 

» 

ri  tante  frazioni  diyife  per  xx  +-  bx  +-  aa  , nel  qual  de- 
nominatore fatto  fparire  il  termine  di  mezzo  , le  fra- 
zioni faranno  un  cafo  particolare  del  Canone  generale^ 
xm  dx  , ed  il  fecondo  termine  ci  dari  tante  frazioni 

______  U 

xn  ir  an 

? 

divife  per  *+-c  , che  fi  riducono  alla  regola  ordinaria 
dei  denominatori  comporti  di  radici  eguali . 

63.  Se  in  oltre  il  numeratore  della  proporta  for- 
inola farà  moltiplicato  per  una  potellà  pofitiva , o ne- 
gativa dell'incognita,  ritrovati  i valori  delle  raajufcole, 
operando  come  fe  la  frazione  non  forte  moltiplicata  per 
erta  potertà  , i termini  rifultanti  fi  moltiplichino  per  la 
ftefla  potellà,  ed  il  rimanente  fi  faccia  al  folito  ec. 

64.  Finilco  querto  primo  Capo  con  foddisfarc^ 
alla  promeffa  fatta  al  Lettore  intorno  al  Metodo  de'  Po- 
linomi del  Sig.  Conte  Jacopo  Riccati , che  è il  feguente  . 

Col  nome  di  Polinomj  differenziali  appello  le  fra- 
zioni , che  anno  per  numeratore  la  fluflìdne  dx  , e per 

1 de- 
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denominatore  un  aggregato  di  potellà , gl'efponenti  delle 
quali  coftituifcano  una  progreffione  aritmetica  , che  va  a 
terminarli  nel  nulla  . E mentre  quella  condizione  non  fi 
adempia  , bifognerà  fuplirc  qualche  termine  affetto  dal 
coefficiente  = o.  Abbiafi  la  elpreffione  dx  , 


fembra  a prima  villa  un  trinomio,  ma  realmente  è on.- 
quadrinomio  , e va  cipolla  cosi  dx 


x 6 +-  x 6 +-ox°  +■  a 

In  qualunque  Polinomio  efpoflo  per  una  frazione,  il 
di  cui  denominatore  fia  alzato  alla  potellà  p,  numero  in- 
tiero e pofitivo,  affi  un  metodo  , che  farebbe  generale  , 
fe  non  veniffe  frequentemente  refo  inutile  dalle  quantità 
immaginarie,  ed  oltre  ciò  alcuni  artifizj  particolari , che_> 
tal  volta  opportunamente  ci  foccorrono. 


Do  principio1  dal  trinomio 


dx 


= dy 


ax’ 


conciofiacchè  a cotale  efpreffione  ogni  trinomio  facilmen- 
te fi  riduce.  Facciali  x'u  — z+-  A . (E*  z una  nuova  va- 
riabile alluma , ed  A una  collante  da  determinarli  ) Illi- 
tuiti  i neceffarj  computi  per  giungere  alla  follituziono  , 
abbiamo  come  fegue 

xim  — zz  -t-  2 A z +-  A A 
ax  — az  +-  a A 


b - 

e per  confeguenza 

P — 

x 1,n  4-  ax  m +-  b — zz 


b , 


— e 


Z A -h  a x z ■*-  iAA  4-  a A -t- b . 

Dee 
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Dee  farli  in  maniera  , che  fparifcano  le  quantità 
AA  + aA+-bt  ponendole  =0,  e ne’  cafi,  in  cui  A non  è 
quantità  immaginaria,  fuccede  ottimamente  la  riduzione. 
E giacché  x m =z+-  A,  e prefe  le  differenze, mx  m — ■ dx = izy 


< ed  x—z-*-Am  , dunque  dx  — dz  ~ dz 

rnxm—  ‘ 1 

m X 2 +-  A m 

In  paffando  alle  neceffarie  foflituzioni  , onde  nella., 
noflra  formola  principale  in  cambio  di  x ,e  delle  fue  fun- 
zioni redi  furrogata  la  variabile  affunta  z colle  fue  funzio- 
ni, troveremo^^d*^  — dz  % 

p "»-  « — p 

xim*-axm4-  b 4 m Xzz+iA-t-aXz 

e liberando  la  quantità  z,  che  moltiplica  il  binomio. 

z +■  2 A +-  a fotto  il  fegno  , farà 

dx  — z ~pdz  ' . 


P m~  1 P 

xim  axm  4-  b mX  zi-  A *“  X 2 +-  2 A +■  a 

II  cafo  più  femplice  vuole  l’efponente  p eguale  all’ 
unità,  effendo  1* altro  m quallìvoglia  numero  intero  , a 
rotto , affermativo  , o negativo  ; e fatto  per  brevità 
2 A+a—gi  I’efpreflìonc  generale  pada  nella  particolare 

z 1 dz  — mdy  . 


W-r-  I in  — I 

gXz-i-  A m +-ZX2  +■  A m 

Illituifco  una  prima  diviflone,  partendo  cioè  il  nume- 
ratore della  frazione  per  lo  fuo  denominatore,  ed  il  primo 

1 2 quo- 
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quoziente  farà  z~  1 dz  , e fatta  la  moltiplicazione  , 

m — i 

g Xz  +-  A m 

e la  fottrazione,  conforme  la  pratica  ordinaria,  il  reddito 
farà  — dz , da  efler  partito  per  lo  denominatore , c perciò 

T 

z~  ' dz  — z 1 dz  — 

m — i m — i m—  l 

gXz+-A  m -hzXz-t-A  m gXzf  ^ m 

dz 

m i w»—  i 

ggXz-t-  A m -h  gzXz-t'  A m 

Il  primo  termine  del  fecondo  membro  è già  ridotto 
alle  quadrature  note,  e l’altro  termine  facilmente  vi  fi  ri- 
duce , ponendo  z +-  A — u , e fatte  le  debite  fodituzioni , 

— ffl-f-  I 

avremo  — dz  — u m du  . 

m — i m — i gg  - g A +- 

ggXz-t-À  m .+~gzXz+-  A m 
Seguitando  la  nodra  ricerca,  fia  l’efponente  p eguale 
a qualfivoglia  numero  pofitivo,  ed  intiero:  per  ottenere-» 
l’ intento  baderà  prolungare  alquanto  l*  operazione . Ripi- 
gliata per  mano  la  forinola  generale 
dx  — z’~t  dz = dy  , 

7 f t 

x tm  +-  axm+-  b mXz+A  “ Xz*-g 

epodo,  per  efempio,j>  = al  binario,  fi  ridurrà  alla  feguente 

7 dz I — mdy . 

m—  i m — i m — i 

ggXz+-A  +-2 gzXz-t-A  m -t-zz Xsz+A  m 

Di- 
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Divido,  come  Copra,  il  numeratore  di  quelle  frazio- 
ni per  lo  fuo  denominatore,  ed  il  primo  quoziente  Cara 

z~  % dz  , e dopo  le  necefTarie  operazioni  avremo 

' ' ' ’ . . . . i . . 

m — ( 

ggX z+-A  m ' ; ' * ' 

il  refiduo  — 1 dz  — dz  da  edere  nuovamente  per 

• — i ' ' y ■ 1 i 

l’intero  denominatore  divifo  . Iflituiico  una  feconda  divi- 
fione  nella  frazione 


— iz  dz 


g'Xz+A  m *-tggzXz-*-A  m -t-gzzXz+-A  m 
c dopo  le  debite  operazioni  fi  averi  il  refiduo  4 iz  +-  tziz 

g gg 

■ da  partirfi  per  l’intiero  denominatore  . Nafceri  pertanto 

la  feguente  equazione  z dz = 

mJZLl  » 

z+-A  m X z +•  £ 

z~Xdz  • — 2Z~'  dz  +* 

m—  I m~  ■ 

ggXz+- A m £*  X 2 +-  a m 

4g  — 1 X dz  4-  izdz . 

m—  ■ I mJZJ  * 

ggXsZ+A  m Xz*-g  ggX*+4  m Xz+-g 

I primi  due  termini  nell’omogeneo  di  comparazione 
fono  due  binomj , e gli  altri  due  poilono  facilmente  ridur- 
fi  alla  forma  del  binomio , facendo  z +■  A — u > ovvero 

z i-g  = u.  Ne*  cafi  più  compdtti,  in  cui  fi  inette  p- 3,4, 

5 ec. 
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5 ec.  crefce  il  tedio  del  calcolo,  ma  il  metodo  non  ci  ab- 
bandona . « • • , • ; 

Edo  metodo  il  eftende  a tutti  i polinomj  in  infinito  , 
mentre  p fia  numero  intiero,  e pofitivo  , perchè  fc  fotte 
negativo,  ed  intiero,  la  cofariefce  talmente  facile  , che 
non  occorre  favellarne . Per  applicare  il  metodo  altro  non 
fi  richiede  , che  replicare  la  fottituzione  x — z +-  A , 
z B,  facendo  Tempre  fvanice  que"  termini,  ne‘  quali 
le  fole  quantità  collanti  fi  ritrovano;  laonde,  per  cagiona 
d’efempio,  fi  riduca  il  quadrinomio  al  trinomio,  e quello 
al  binomio . In  oltre  è d’uopo  di  valerli  di  tempo  in  tempo 
d’una  dimezzata  divifione , perchè  non  abbiano  a turbarci 
gli  efponenti  negativi,  che  bene  fpettb  ci  fi  prefentano 
nel  numeratore  della  frazione.  Fra  tanto  il  modo  d'operare 
fi  mofira  più  fpeditamente  cògli  efempj,  che  coi  precetti. 
Sia  il  quadrinomio  dx  =djj».Lc 

, t 

x >m  +-  ax 1,n  +■  bx  4-  c 

collanti  a,  b pedono  edere  =o . Pongo  * m — z +-  A , ed  avradt 

x%r»  +-  axim-*-bxm  +-c  — i'  +-  $Azz+-  ^AAz  +;  A 1 

+.  azz  + 2 aAz'+-aAA 

4-  bz  4-  Ab  4-C  ; 

Faccio  A * +-  aAA+-  Ab -t-c= o,  e così  determino  il  valore 
della  collante-  attiinta  A.  Quinci  ripetute  le  operazioni, 
erme  nel  trinomio,  trovo  z.’~pdz  ‘ 

w—  » p 

Z +-  A m X Zi  4-  gz  4-  h 

Le  fpezic  £ , b fono  collanti  furrogate  in  luogo  d’ altre  più 
compofie  ; e dante,  che  p è- un  numero  pofitivo,  ed  intie- 
ro , alzo  il  trinomio  zz  4 +-  h alla  potellà  p . Dopo 
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Dopo  ciò  intraprendo  tante  diviftoni , quante  Gen» 
bartanti,  per  fare,  che  laddove  nel  numeratare  ci  Ha  l' es- 
ponente negativo,  nel  denominatore  non  fi  rinvenga  altra 

m — 1 

— I . * «s 

quantità,  che  il  binomio  z +■  A m , e metto  da  parte  sìr 
fatte  frazioni  ,chc,traicurati  i coefficienti , faranno  analoghe 

alla  feguente  z~"  dz  , polio  n qualfivoglia  numero  po- 

m — t 

z +■  A m 

fitivo,  ed  intiero  . Gli  altri  termini  fono  rapprefentati 
dalla  formola  generale  z”dz 

p 

z+  A m b 

Ripeto  dunque  l’operazione,  facendo  z — u+-B,  indi  farro 
fparire  l’ultimo  termine,  conforme  il  folito,  cd  alzato  il 
binomio  u 4-  B alla  poterti  qualunque  » +•  1 , e Surrogati  ih 
cambio  di  z,e  delle  Sue  funzioni  ,i  valori  efporti  per  la  nuo- 
va indeterminata  M,tutti  i membri  compariranno  Sotto  l’afpct- 
tocfprello  dalla  feguente  formola  u"~Pdu 

m—  p 

u-bA+B  m Xu-tk 

Quando  Sta  p maggiore  di  «,  onde  I'efponente  n — p fia_. 
negativo,  fi  mettano  in  pratica  le  divifioni,  e la  formola 
indi  nafeente  farà  u~ndu  ; efièndopoiw — p 

. . * * j ‘ - m — I 

U+-A+-  B 

pofitivo,  avremo  u”du ; e finalmente 

m — 1 ■ 

ui-A-bB  m X»-*-  ^ ' 1 po 
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ponendo  « +-  k = co,  ed  e (Tendo  tanto  « , quanto  p numeri 
intieri,  faranno  Tempre  riducibili  alle  quadrature  più  fem- 
plici  i binomjjche  nafceranno  dalle  accennate  operazioni. 

Egli  è vero,  che  a cagione  delle  immaginarie  il  meto- 
do ricfce  limitato;  ma  oltreché  bene  fpeflò  le  radici, otut- 
te,  o in  parte  fono  reali;  oltreché  in  molti  cafi  particolari 
poflono  fcanfarfi  le  quantità  immaginarie,  non  bifogna-. 
trafcurare  quel  molto,  che  fi  può  avere,  perchè  il  tutto 
non  può  confeguirlì  . 

Abbiafi  per  cfempio  il  trinomio ite 

P 

, .V  +-  2 1/  AT  +-  2 

Faccio  x'  =z+-  A,  dunque  x +-  2 v x +-  2~zz+-  zAz+- 
zz  +•  AA+-  zA+-  2 . Mettendo  AA+-zA+  2 = 0 > trovo 

•j  — i' 1 — 1 ; ed  ecco  in  campo  una  grandezza milla  di 

reale, ed  immaginario, e procedendo  a norma  del  metodo 
avremo  ,z*-Pdz = z'  — Pdz  -h  Az  — Pdz. 

- - — 1 p — p — P 

zi-  A Xz+2A*-2  2+.21/ — I 2-1-21/ — I 

• » ; ” ’ h M 

Perchè  fi  tolgano  di  mezzo  le  immaginarie, mutiamo  ma- 
niera, e nella  grandezza  zz-t-zA-^  ì\z  +-  AA+-2A  +-i 
■facciamo,  che  fi  dilegui  il  termine  di  mezzo  ìAz  +■  2z,  po- 
nendolo = 0,  onde  fia  A—  — 1 , e di  più  AA+  2 A+  2 = 1 , 
e la  formola. farà,  come  fegue 

dz = zdz  — dz  ;e  ne’ due 

~T  — 1 ~ — — p P p 

t X ZZ  +-  I ZZ+-  I zz-t- 1 

binomj  deH’oruogenco  di  comparazione,  che  fono  equiva- 
lenti agl’ altri  due  già  confiderai,  non  s’incontra  difficoltà. 

CAPO 
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.CAPO  IL 

Delle  Regole  dell'  Integrazioni  facendo  ufo  delle  Serie . 

^5.  F Acendo  ora  palfaggio  all*  altra  maniera-, 
d’integrare  nel  "principio  indicata,  cioè  col  mezzo  del- 
le ferie  , è neceffario  di  premettere  le  feguenti  Regole. 

Regola  I.  Ridurre  una  frazione  a ferie  infinita-... 

Si  divida  il  numeratore  per  lo  denominatore  con  la 
regola  ordinaria  della  divifionc  , ed  il  rimanente  di  nuo- 
vo fi  divida,  e cosi  di* mano  in  mano  in  infinito,  e fi 
avrà  una  ferie  d’infiniti  termini  eguale  alla  proporta-, 
frazione . Si  avverta  però  di  porre  tanto  nel  numerato- 
re , quanto  nel  denominatore  della  frazione  propofta_. 
per  primo  termine  quello , che  farà  il  maggiore  . Con 
quello  modo  operando  averemo  per  tanto 

f — f — fn  +-  fin  — +•  fn*  ec. 
m Ji-n  m tnm  m*  m 5 

f — f +■  fi  +•  fnn  +-  fnf  +-  fn*  ec. 

m — n m tnm  m 1 m*  m 1 

af  ~ af  afnn  •+■  afn*  afit*  +-  afn 1 ec. 

mm  +;  nn  tnm  m*  m*  m 1 m IO 

cioè  coi  fegni  alternativi , quando  il  fecondo  termine-. 

m del 
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del  denominatore  Ha  pofitivo  ; e tutti  politivi , quando 
fia  col  legno  negativo  . 

Similmente  farà 

f zz  / T-  /»_  +■  fm  T-  Jhl  fn*  cc- 

tnmiztnn  min  m ' m*  m'  m6 

i zzi — xx+x* — x‘-t-x'  ec. 

1 4-  XX 

» J.  JL  2 - 

2M~x—x~l  zzix  * — ZX+-7X1  — 13**  4- 34**  ec. 

i 4-  x * — 3* 

f zz  f ±z  2f>‘  +■  3/» w ±r  4/n'  5/n4  ec. 

M ■ ■ “ 11  < 


mi»  m ' 


?» 


m' 


tn 


m+.n 

f — f £ 3/n  +-  <*/»»  +;  io/»’  4-  I?/»4  ec.  ’ 
m1 


?» ! 


?» 


m 


mT.n 


Sia  una  frazione  , il  di  cui  numeratore  , e deno- 
minatore fieno  due  ferie  infinite  , e fia  per  efempio 

i+.~axx— {aax'4-T6a'xt  — A*4*'  ec- 

i — — jbbx* — 7tì&'*4 — ec* 

farà  efla  = i +■  ~ bxx+-  ~bbx* *-~6b  'a?4+  ■— -&4#*  ec. 

•t-  ^ »**■  4-  7 abx*  4-  7,  abbx *4-  - ai’  * • ec. 

— ^ qhx  4 — 76  £ ai#4 — 1 ' ec. 

4-  '6a'x6  4-  j-ia*6xl  ec. 

T*?4*’  ec. 


n3 


<r<y. 
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tftf.  Regola  II.  Ridurre  una  quantità  compleffii-. 
radicale  in  ferie  infinita  . 

Sia  per  efempio  isaa±.xx.  Si  eflragga  la  radice., 
quadrata  dal  primo  termine,  indi  fi  profeguifca  in  infi- 
nito l’operaz'one  nella  folita  maniera  dell’ eflrazione  del- 
le radici , c fi  avrà 

v aa  ±.  x x = a +:  xx — x*  +;  x* — 5*  ' ec. 

2 a 8 a’  1 6 a 1 1 i8a7 

± ± 1 JL  Z 9 

Vax±:xx—axxtizxl  — x 1 jt  x 1 — $x  1 ec. 

. 2.  1 2,  Z 

2 a 1 8<j 1 1 6a  1 128J  1 

Si  noti , che  nell’  una  , e nell*  altra  di  quelle  due 
ferie  , fe  fi  moltiplicherà  per  3 il  numeratore  , e de- 
nominatore di  ciafcun  termine  , principiando  dal  quar- 
to , i coefficienti  numerici  faranno  nel  numeratore  per 
ordine,  principiando  dal  quarto  , 3,3X5>3X5X7ec. 
nati  dalla  vicendevole  moltiplicazione  de’  numeri  difpari . 

Nel  denominatore  poi,  principiando  dal  fecondo,  fa- 
ranno 2,  2X4,  2X  4X  <*,  2X  4 X X 8 ec.  nati  dalla 
vicendevole  moltiplicazione  de’  numeri  pari  . 

87.  Regola  III.  • Tutto  ciò  fi  può  fare  più  gene- 
ralmente per  mezzo  del  feguente  Canone 

m m 

P 4-  PQ  ” —P  " +-  m AQ  +-  m — n BQ  +-  m — iriCQ+-  m — inDQ  ec. 

. . » x»  }U  4» 

m 2 in 
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in  cui  P +■  PQ  è la  quantità  data  , » è l’ efponente  nu- 

n 

merico  , P rapprefer.ta  il  primo  termine  , Q il  rima- 
nente di  tutti  gl’altri  termini  divifi  per  il  primo  , 
ciafcuna  delle  lettere  A , B , C,  D ec.  lignificano  rifpet- 
tivamente  il  termine  anteriore  di  modo , che  per  A 

m 

s’intenda  P~”  , per  B s’intenda  m AQ>y<xC  s’intenda 

ff 

m — n BQ  ec. 

m __  ~T 

Sia  da  ridurti  in  ferie  la  formola  1/  aa  +■  xx , adun- 
que farà  P-aa  , Q - xx  , m zz  i , n = 2 , e però 

aa 

Va n-xx-a+-  xx — x*_+  x6  — 5*'  ec. 

2 a 8 a'  i6a'  128  a7 

* 1 

Sia  y/  a'-t-a'x — xf  , cioè  a'+-a* x — x'  ~ì  , 

farà  P = a 5 , Q_  — a'x  — x f , m=i  , w=  5 , e però 

a ' 

t 

0‘4-a  + x — xf  * — a+-a*x — x ' — *a  * xx  4-  43  4 x 1 — ix  “ec» 

5*'  . * ja* 

— f 

1 «« 

Sia  b , cioè  bXy'  — 5 j farà 

y y'—ao.y 

p - y'  , <2  = — » m ~ — 1 » » = 3 , c pé- 
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Abbiali  da  elevare  i 
da  elevar  fi  alla  potclU  n 

— ti 

y +•  ayy  4-  by'  +.  cy*  i-fy* 


+-  m X by  m 
I 
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rò  bXy* — aay  5 = b +-  aab  +-  2 a*b  +-  14 a*b  ec. 

y 3 y'  py‘  81  yr 


— J 


Se  folTe  b , fiefprimerebbe  cosUX5-*-*  5, 

r a-»- a* 

ed  il  rimanente  fi  farebbe , come  Copra  . 

• Sia  b , cioè  b)^a+-x  , farà-  P — a,  Q — * > 


— ? 


a+*  x 

m~  — 3 , n—  1 , e però  bX  a+-x  — b — 3 bx  +- 

a'  a* 

6bxx  — 1 0 bx ! CC. 


<J8.  Abbiafi  , da  elevare  una  quantità  comple(Ta_. 
ad  una  data  potefià  , e Ha  per  efempio  a +■  x da  eie- 

• - m 

varfi  alla  potefià  m , cioè  a 4-  x . Sarà  P—a,  Q—  x , 


m — m , n — 1 , onde  a 4-  x — a m +-  mam~  lx  4- 


m X w — * Xam  ~~ 1 xx  4-  mX*n — 1 X w — 2'X  am~*  x ' ec. 


1 X2 

Abbiafi  ec. 


1 X2  X3 
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6p.  Ciò  polio  : Sia  da  inregrarfi  la  forinola  diffe- 
renziale bdx  . Ridotta  in  ferie  la  frazione  b , o 

a +.  x a +-  * 

moltiplicato  ciafcun  numeratore  per  dx  , avremo 
bdx  zz  bdx  — bxdx  +-  bxxdx  — bx'dx  •+•  bx'dx  ec.  , 

a 4-  * 0 <?'  ’ 

ed  integrando 

bdx  — bx  — bxx  +-  bx  ' — taf 4 •+■  fof  ' ec. 
at~x  a zaa  3 J 1 5a ' 

70.  Sia  la  formola  adx.  Fatta  x=b+-  z,  intenden- 

do  per  la  b una  qualunque  collante  a piacere  , e per 
z una  nuova  incognita  , farà  adx  — adz  . 

. x b +.  z 

Ridotta  in  ferie  la  frazione  a , e moltiplicato 

b +-  Z 

ciafcun  numeratore  per  dz  , farà 

adz  = adz  — azdz  +-  tfzzdz  — az’  J z + az*dz  ec. , 

èVz  T TT  b>  ^ 


6 bb  b'  b* 

ed  integrando  Z'  adz  — az  — azz  +-  _az  » 
J b + z b zbb  3 b * 


0Z4 

4Z»4 


az  » «.  , cioè  /* 

5F*  ^ * 

5 — r* 

a x * — * — a x * — ^ ec- 


4J*  = 0 X * — b — a X x-—b 


zbb 


36* 


7i- 
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Sia  la  formoli  bdx  ; ridotta  in  ferie* 


x +■  a 


farà  bdx 


V 


■ ì 


a +-  x 

e però  integrando  farà 
J"  bdx  — bx  — 3 kxx 


bdx  — 3 bxdx  -t-  1 2 bxxdx  — 5 2 bx  * dx  ec., 

I A 

12 5<j  s 


i 

a > 


8 

yj  f 


‘i 


zya 


V 


3 


j, 

a 1 


. 8 
ioa  5 


+-  12 bx'  — 52 bx*  ec. 
1 1 |8 
7JS  s 


a +- x a > ioa  > 754  ’ jooa  5 

E cosi  fi  faccia  di  qualunque  altra  propolìa  formola. 

72.  Se  le  ferie  cosi  ritrovate,  che  efprimono  l’in- 
tegrale delle  propone  formole  differenziali,  e compren- 
dono un  numero  infinito  di  termini , faranno  di  valore 
infinito,  farà  infinito  l’integrale  delle  propolle  formolo 


differenziali  . E fe  effe  ferie  faranno  di  valore  finito  , e 
di  più  fommabili , cioè  a dire  , che  fi  fappia  ritrovare 
il  valore  di  effe  ferie  , quantunque  compolle  di  termini 
infiniti  di  numero , il  che  molte  volte  fuccede  , fi  avrà 
in  quantità  finite  , e però  algebriche  l’ integrale  delle.* 
propolle  formole  differenziali . Ma  fe  le  ferie  efTendo  di 
valore  finito  non  faranno  fommabili , quanti  più  termini 
nella  ferie  fi  prenderanno , tanto  più  fi  accollerà  al  giufio 
l’integrale  della  propofia  formola  differenziale  , ma_. 
l’efatto  però  verrà  efprefTo  da  tutta  la  ferie  . 

73.  Per  riconofcere , quali  fieno  le  ferie  di  valore 
infinito  , quali  di  valore  finito  , e quali  fommabli  , fi 

veda 


I 
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veda  il  trattato  De  Seriebus  Jnfinitis  del  Sig.  Giacomo 
Bernulli  , ed  altri  Autori,  che  di  effe  trattano. 

74.  Ma  qualunque  volta  la  formola  differenziale-, 
lia  comporta  di  due  fòli  termini  , fi  può  generalmen- 
te, e più  fpedhamente  far  ufo  del  feguente  Canone,  in 
cui  gl’tfponenti  w,  »,  t poffono  effere  intieri  , rotti  , 
politivi , e negativi , ed  il  quale  fi  può  produrre  a quan- 
ti termini  fi  vuole  , giacché  da’  quattro  porti  , abbaftan- 
za  fi  maniferta  la  legge , con  cui  fi  forma  . 


» 

CAPO 
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— — m 4-  t 

-mn+  2»  Xt  +-mn+-  3»  Xyt+m  »"  <*•  X b*-cya 
t +-2n  t +-  3» 

D,  E cc.  fono  cortami  arbitrarie  da  determinarli . 

_ W+.  I m ■ ■ ■ . 

" +•«+  I Xncy*-'dy  Xb-t-cy”  cc>» 


, allora  i termini  mtd  del  canone  Crebbero  politivi, 
aero  -!,  qnanmi  , * , ed  i„  confeguenaa  fari 


7 

I0$b ’ X 1 


Cadili 
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CAPO  III. 

DelV  ufo  delle  accennate  Regole  nelle  Rettificazioni  delle 
Curve  , Quadrature  de’  Spazj , Appianazioni 
delle  Superficie , e Cubature  de’  Solidi . 

75.  P Er  fare  ufo  delle  fopraccennate  regole  di 
calcolo  integrale  , applicandole  alle  quadrature  de’  fpa- 
zj , rettificazioni  di  curve  , appianazioni  , o fia  qua- 
drature di  fuperficie  , e cubature  de’  folidi  , fia  una_. 
qualunque  curva  ADH  ( Fig.  6.  ) riferita  all’  alle  ÀB 
con  le  ordinate  parallele  fra  loro  , ed  in  angolo  retto 
fopra  l’afle  llefTo  . Alla  ordinata  BD  condotta  CH  pa- 
- rallela  , ed  infinitamente*  profiìma  , e tirata  DE  paralle- 
la a BC,  il  millilineo  BDHC  farà  la  fluffione  , o il 
differenziale,  o fia  ^elemento  dello  fpazio  ABDt  e_» 
perchè  lo  fpazio  DEH  e nullo  rifpetto  al  rettangolo 
BDEC , fi  potrà  prendere  elio  rettangolo  per  l’elemen- 
to del  fuddetto  fpazio  ABD.  Adunque  la  fomraa  di 
tutti  quelli  rettangoli  infinitefimi  BDEC  farà  lo  fpazio 
comprefo  dalla  curva  A D , e dalle  coordinate  A B , 
BD.  Quindi  chiamata  AB—xy  BD  — y , farà  BC—dx, 
EH—dy , ed  * il  rettangolo  BDEC—ydx  farà  la  formola 
per  gli  fpazj  . Se  adunque  in  quella  formola  foilituire- 
mo  in  luogo  di  y il  valore  dato  per  x , e per  le  co- 

n flanti 
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(Unti  dell’equazione  della  curva  , o ^n  luogo  di  dx , il 
valore  dato  per  y , dy  , e le  cortami  , ed  indi  integre- 
remo , farà  l’integrale  il  ricercato  lpazio  AB  D . 

Altre  elprertioni , *o  forinole  poflòno  averfi  degl’ 
elementi  de’  fpazj  per  mezzo  di  Settori , o di  Trapezj, 
. le  quali  in  certi  incontri  fogliono  erterc  più  comodo 
della  riferita  ; fe  ne  vedrà  la  maniera  , e l’ ufo  in  alcu- 
ni efempj . 

7 6.  Che  fe  la  curva  farà  riferita  al  fuoco  , o fia 
ad  un  punto  fido  , f>er  efempio  M , da  cui  partano  tut- 
te le  ordinate;  condotta  all’ordinata  MD  la  infinita- 
mente proflìraa  AfH,  lo  fpazio  infinitefimo  MHD  fa- 
rà l’elemento  dello  fpazio  AMD\  onde,  pérchè  del- 
critto  col  centro  M , raggio  M£)  , l’archetto  jnfinitefi- 
.mo  DK,  lo  fpazietto  DKH  è nullo  rifpetto  allo  fpa- 
zio MDKt  e perchè  altresì  l’archetto  DK  fi  può  affij- 
mere  per  la  tangente  in  D , o in  K , ne  viene  , che_# 
1q  fpazio  MDK  farà  l’elemento  dello  fpazio  AMD  . 

Chiamata  per  tanto  MD-y , KD-dz  , farà  ydz 

* 

la  formola  generale  degli  fpazj  per  le  curve  riferite  al 
fuoco  . E fe  in  quella  formola  fi  fortituirà  in  luogo  di 
y , o di  dz  il  rifpettivo  valore  dato  dall’equazione  della 
curva  , l’integrale  farà  Io  fpazio  ricercato  , cioè  lo  fpa- 
zio AMD . 
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77.  .Ma  fe  la  curva  farà  riferita  ad  un  diametro, 
cioè  fe  le  coordinate  non  faranno  tra  loro  in  angolo 
retto,  condotta  ( Fig.  7.  ) HG  perpendicolare  ad  AG, 
il  prodotto  di  HG,  o fia  di  FG  in  BC  farà  il  piccolo 

.parallelogrammo  BCED , ed  in  conseguenza  l'elemen- 
to dell'area  ABD.  E perchè  effendo  dato  l'angolo  DBG, 
è data  la  ragione  del  feno  tutto-  al  feno  retto  , che  fia 
per  efempio  quella  di  m ad  n,  fatta  al  folito  AB  — x 
BD  = y , farà  HG  , o fia  FG  = ny  , ed  il  parallelo- 

% • m" 

grammo  BCED  farà  nydx  , formola  generale  dello 

m 

Spazio  . 

78.  Egli  è chiaro  , che  la  fomma  di  tutte  le  por- 
zioni infinitefime  DH  della  curva  formano  la  curva-, 
fletta  , e però  , che  DH  ne  farà  l’ elemento , adunque 
chiamata  (Fig.  6.)  AB~x,  BD—y,'  e però  BC—dx, 
EH^dy,  nelle  curve  riferite  all’ atte  , cioè  con  lc_. 

coordinate  in  angolo  retto,  farà  DH~\^dx1-t~dyl  , 
formola  generale  per  la  rettificazione  di  ette  curve  . 

79.  Rifpetto  alle  curve  riferite  al  fuoco , fatta  pu- 
re M D — y , KD  — dz  , farà  inettamente  la  formola  ge- 
nerale l /dy'-t-dz1  . 

80.  Ma  intorno  alle  curve  con  le  coordinate  in_. 
angolo  obbliquo,  ( Fig.  7.  ) ettendo  dato  l’augolo  HCG  , 
è data  la  ragione  del  feno  tutto  al  feno  del  comple- 

n 2 • mento 
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mento  , che  fia  quella  di  m , ad  e , onde  farà  CG 

m » 

9 . « - 

ed  EV  — edy  , e però  DH  — V dxx  +•  dy1  +-  tedxdf  . 

~ar  m 

81.  Softituito  in  ciafcuna  di  quelle  formole,  in_. 
luogo  di  dy  y o di  dx  , o di  dz,  il  rifpettivo  valore  dato 
per  l’altra  variabile  , e Tuoi  differenziali  dalla  equàzione 
• della  curva  , ed  indi  fatte  le  integrazioni  , averemo  la 
ricercata  lunghezza  della  curva  A D . 

82.  S’intenda  moverfi  il  piano  AHC  ( Erg*  6.  ) 
attorno  alla  retta  A C , la  curva  A H deferiverà  una-, 
fuperficie  nel  mentre  , che  il  piano  AHC  deferiverà  un 
folido  ; ma  la  porzione  infinitefima  D H deferiverà  una 
zona  infinitefima  , che  farà  l’elemento  della  fuperficie 
deferitta  dalla  curva  AH  , ed  il  piano  infinitefimo 
D B CH  deferiverà  un  folido  pure  infinitefimo  , cho 
farà  l’elemento  del  folido  deferitto  dal  piano  AHC. 
Ora  intorno 'alle  curve  riferite  all’ affé  colle  coordinato 
in  angolo  retto  ; fia  la  ragione  del  raggio  alla  circon- 
ferenza del  circolo  quella  di  r alla  c , la  circonferenza 

deferitta  col  raggio  BD—y  farà  cy , e però  cyi^dx1-t-dyl 

r r 

J*  efpreffione  della  zona  infinitefima  , ed  in  confeguenza 
la  formola  generale  per  le  fuperficie. 

83.  Sarà  pure  cyy  l’ arca  del  circolo  col  rag- 

ir 

' * gio 
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gio  BD  — y ■,  e però  cyydx  • farà  1*  efpreflìonc  del  cilin- 


ir 

dretto  infinitedmo  defcritto  dal  rettangolo  BCED  , ma 
e(To  non  difterifce , fe  non  per  quantità  infinitedma  del 
fecondo  ordine,  dal  folido  generato  dal  piano  BCHD  ; 
adunque  farà  cyydx  la  formola  generale  per  i folidi . 

ir 

84.  Ma  rifpctto  al  cafo  della  Fig.  7. , cioè  quando 
le  coordinate  fono  tra  loro  nel  dato  angolo  obbliquo , il 
raggio  del  circolo  , fopra  cui  indile  la  piccola  zona , 
ed  il  piccol  cilindro  , non  è CH  —y,  ma  bensì 
GH—ny  , ficcome  l’elemento  DH,  che  forma  la  zo- 

m 

na  , non  è 1/  dx 1 +-  dy 1 , ma  v'  dx 1 +-  dy 1 +■  2 edxdy  , e_» 

m 

l’altezza  del  picciol  cilindro  non  c BC—dx,  ma_. 
FD  zz  dx  +■  cdy  ; adunque  la  formola  della  fuperdcie  in 

>B  • 

quello  cafo  farà  cny  V dx 1 +-  dy 1 +■  2 edxdy  . 

* rm  m 

• • 

85.  Il  prodotto  del  circolo  col  raggio  GH  nell’ 
altezza  FD  , cioè  cnnyy  Xdx+-edy  , è 1’elemento  del 

irmm  m 

folido  generato  dal  piano  AGH\  adunque  da  quello 
fottraendo  l’elemento  del  folido  generato  dal  triangolo 
HCG  , cioè  cnnyy  X cdy  , il  rimanente  farà  l’elemento 


irmm 


m 
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del  folido r generato  dal  piano  A B D , e però  farà 

cnnyydx  la  formoli  generale  per  tifi  folidi  . 

xrmm 

86.  Per  le  curve  riferite  al  fuoco  , come  che  à 
variabile  l’angolo  D MB  ( Fig.  6.  ) , e per  confeguen- 
za  non  fi  può  avere  il  valore  della  B D , o CH,  raggio 
del  circolo  , che  neceffariamente  entra  nella  formola- 
delle*  quadrature  della  fuperficie  , e cubature  del  folido, 
fa  d’uopo  dall’equazione  riferita  al  fuoco  cavare  l’equa» 
zione  della  rteffa  curva  riferita  all’alTe  , ed  indi  proce- 
dere colla  folita  maniera  già  fpiegata  ; avvertendo , che 
nelle  cubature  bifognerà  dagl’integrali  fottrarre  il  cono 
generato  dal  triangolo  MHC,  per  avere  il  folido  gene- 
rato dal  piano. AMD. 

87.  La  maniera  di  cavare  dall’equazione  differen- 
ziale di  una  curva  al  fuoco  l’equazione  della  fteffa  cu*- 
va  all’ affé  è la  feguente  . 

La  curva  A D H ( Fig.  6.  ) fi  confideri  nel  tempo 
fteffo  relativamente  al  fuoco  M , ed  all’ affé  A MB,  egli 
è certo,  che  il  quadrato  HD  dell’ elemento  della  curva 
è eguale  tanto  ai  due  quadrati  DK  , K H , quanto 
agl’  altri  due  D E , EH,  e che  di  più  il  quadrato  di 
MD  è eguale  ai  due  quadrati  MB  , BD  . Chiamando 
MB-x  , BD—y  , MD—z,  e- l’arco  minimo  DKz=dut 
avremo  dz*  +-  du1  = dx*  +-  dy*  , ed  xx  +-yy  — zz  . 

Ora  l’equazione  della  curva  al  fuoco  venga  efpreffa 

general- 
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generalmente  dalla  forinola  pdz  — du  , in  cui  p è una^. 
data  funzione  di  z , e farà  dzl  +-pldzl  — dxl  4-  dy1  , e_» 
collocando  in  vece  di  dy  il  fuo  valore  nafcente  dall’e- 
quazione xx-*-yy~  zz,  vale  a dire  zdz  — xdx  , trovere- 

zz  — x x 

_ - X 

mo  dzl+-ppdzl=dx'+-zdz—xdx  , la  quale  fi  riduce  alla 

ZZ  XX  4 

feguente  ppdz 1 X zz  — xx  — zzdx 1 — 2 xzdxdz  +-  xxdz 1 , 
ed  eftratta  la  radice  quadrata  , pdz  — zdx  — xdz  . 

V ZZ  — XX 

E’  d’uopo  efpurgare  nuovamente  la  premeffa  equa- 
zione liberandola  dalla  mi  dura  delle  incognite , col  por- 
re X = zq  , e però  dx  = zdq  4-  qdz  . Fatta  fvanire  , col 

T 

mezzo  dell’equazione  fuffidiària  alluma  , la  x , c le  fue 
funzioni  , avremo  pd z = da  • 

Z bb  qq 

•Nell’equazione  pdzjp  dq  fe  tale  farà  il  valore 

• Z bb  — qq  • 

di  p dato  per  z , che  la  quantità  pdz  con  le  debite  fo- 

Z 

flituzioni  poffa  ridurfi  alla  differenziale  d’ un’ arco  di  cir- 
colo , e che  fatte  le  neceffarie  fommatorie  , i due  archi 
circolari  fi  rifpondano,  come  numero  a numero,  allora 
la  curva  farà  algebraica  , e troveremo  la  fua  equazione 

all' 


I 
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all’ affé  con  una  formola  alla  Cartefiana  . In  ogn’ altro 
cafo  la  curva  farà  trafcendentc  . 

ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  di  una  curva  al  fuoco  zdz  — du . 

cc—  j bz—  zz 

Avremo  in  tal  cafo  p zz  z , e nell’equazione 

1/  CC ibz  — ZZ 

pdz  zz  . dq  , foflituito  il  valore  di  p , farà  effà-. 

Z V''  bb  — qq 

dz  — dq  Pongo  b-^z—ty  dunque 

l ^ cc  — zbz  — zz  ÌS  bb  — qq 

bb+-  ibz^-zz—tt , e bb  — tt~  — zbz  — zz  , onde  fatta-» 
la  follituzionc , farà  dt  — dq 

ys  CC  +-  bb  — « y/  bb  — qq 

Sia  per  un  éafo  cc  +-bb—bh  , in  tale  fuppofto  farà 
t — q , cioè  b -h  Z—q—  hx  , dunque  bz+-zz—bxJ  e po- 

. z . t . « 

nendo  in  luogo  di  z il  luo  valore  , farà  l’equazione-» 

della  curva  bi/xx*-yy  +.  xx  *•  yy  — hx  , il  che  ec. 

88.  Il  Canone  alTegnato  c’infegna  la  maniera  an- 
cora di  paffàre  dall’equazione  differenziale  di-  una  curva 
all’ alle  a quella  del  fuoco  nel  modo  , che  fegue  . 

t 

ESEM- 
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Si  cerchi  l'equazione  al  fuoco  in  un  circolo,  prefo 
il  fuoco  in  un  punto. della  fua  circonferenza  A. 

Sia  ( Fig.B.  ) *AH  — h ,AG  = *,  AC-z~yb^. 
Richiamili  a memoria  la  forinola  pdz  — dq  , 

- •-  * y bh  — qq 

ove  fi  è prefo  q = hx\  poiché  per  l’equazione  locale 

Z 

del  cìrcolo  è bx  — zz  , farà  q = z , ficchè  fatta  fva- 
nire  la  q,  fofiituendo  il  fuo  valore  z,farà  pdz  = dz  , 

1 v'  hb  — zz 

o fia  p = z ; nella  formola  adunque  pdz  = da  fe 

• V bb — zz  - . 

in  cambio  di  p fofiituiraflì  il  valore  ritrovato  , farà 

S'fe  = du , equazione  del  circolo  al  fuoco  prefo  nel 
y bb  — zz 
punto  A. 

ESEMPIO  II. 

89.  Si  cerchi  l’equazione  delle  fezioni  coniche.* 
riferite  al  loro  umbilico  M . ( Fig.  6.  ) 

Chiamata  MB  — x , BD  —y  , l’equazione  genera- 

* o le. 
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le  , che  abbraccia  tutte  le  fezioni  del  cono  ; farà 

« £,  ex  = i / xx +-jy  , cioè  : alla  parabola  col  pararne- 
~T 

tro  za  , quando  c — b\  all’  elliffi  coll’- affé  trafverfo 
= zabb  , col  conjugato  zz  zab  , didanza  del  fuo- 

M—tc,  . ...  . - xybb—cc , - - , 

co  dal  vertice  = ab  , fe  & fia  maggiore  di  e ; all* 

■ ' * +-C 

iperbola  coll*  affé  trafverfo  — zabb  , col  conjugato 

- '•  I . ? cc bb 


— 2 ab 


diflanza  del  vertice  dall’umbilico  = ab 


— . v * 


V'  cc  — l b 

• • ’•  • , (,\  ‘ ’j  . ■ . *-«  . 

fe  £ Ha  minore  di  c ; fe  reo,  farà  al  circolo  col  dia- 


b  c * 

i ! 


metro  = 2a.  Ma  K *-yy  — z , dunque  oizcxzzz, 

*•  ' ' ’ ...  : ~t  * ‘ 

ed  in  oltre,  hx  — zq  , dunque  aiz  czq  — z , ovvero 

IT  *•  , r 

+:  £/j  abh  = q , c differenziando  +:  abebdz  — dq  , 

c cz  rczz 

qq  — £&/.’&  — zahb^h  +-  aabbhb  , ed  66  — qq  ZZ  bb  — • 

CC  ccz  cczz 

tbbb  +-  zabbbb  — aabbhb  , avremo  dunque 

cc  ccz  cczz 


cfy  — ±.  ebabdz  —pdz , 

1/ bb  — qq  cz^bbccZi,—bbbLzi-*~Zctbbblìz — a'bbbh  .* 
dunque  p — li  abh  ed 

, V hbcczzrr—bbb  - Z*  + Zabbb 1 z — aabbhb 

effondo 
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eflendo  pdz  — du  , avremo  l'equazione  cercata 
. - abbdz  ■ — du  . Il  fegno 

V bbcczz  — bbhbzz  +-  zabbbbz  — aabbhb 

negativo  ferve  , quando  le  afflile  fi  prendono  dal  fuoco 

verfo  il  vertice  , il  pofitivo  al  contrario  ec. 

j>o.  Dilli  doverli  ridurre  l'equazione  della  curva-, 
al  fuoco  ad  un  altra  riferita  all'  alle  , non  perchè  ciò 
fia  neceffario  affolutamente  per  le  compianazioni  delle 
fuperficie  , e per  le  cubature  de’  folidi  , mentre  tutto 
quello  fi  può  ottenere  per  mezzo  del  noto  Teorema-. , 
cioè , che  La  periferia  della  curva  moltiplicata  nel  viaggio 
del  centro  di  gravità  d’ejfa  periferia  è eguale  alla  fuper • 
fide  del  J Aido  , che  dalla  rotazione  viene  generato  ; e La- 
tta della  curva  moltiplicata  nel  viaggio  del  centro  di  gra- 
vità d’effa  area  è eguale  al  {alido  accennato  ; ma  qui  non 
fi  fuppone  il  Lettore  informato  di  elfi  centri  di  gravità. 

Ora  per  avere  una  fufficiente  idea  delle  curve  rife- 
rite al  fuoco  , pii  faccio  ad  indagare  la  loro  coflruzio- 
ne  . Sia  una  di  quelle  BCD , ( Fig.  9.)  le  coordinate-* 
infinitamente  prollime  A C , A E , che  partono  dal  punto 
!A , fi  chiamino  z , la  loro  differenza  FE  — dz,  e l'ar- 
chetto minimo  CF  deferitto  col  centro  A fia  = du  . 
La  natura  della  curva  venga  generalmente  efpreffa— 
dall’ equazione  differenziale  pdz  — du,  in  cui  la  p è da-» 
ta  in  qualfivoglia  modo  per  z . Si  noti  pertanto , che  il 

o a primo 
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primo  membro  pdz  , avendo  le  variabili  z , che  tutte 
prendono  origine  dal  polo  Ay  è integrabile  o algebrai- 
camente  , o trafcendentcmente  ; ma  l’altro  membro 
du  , fenza  incorrere  in  paralogifmo  , non  può  fommar- 
fi , non  eflcndo  egli  già  la  flulfione  dell*  arco  a , perchè 
e ilo  elemento  du  crefce,  o cala  in  doppio  fcnfo  f cioè 
ed  in  fe  lleflo  , e coll'  aumentarli  o diminuirli  dell’ or- 
dinate A C y A E . Per  procedere  adunque  aggiuftata- 
mente  , col  raggio  arbitrario  Al—r  fi  deferiva  il  cir- 
colo IGH  y e fia  nella  periferia  determinato  un  punto 
qualunque  7,  da  cui  fi  prendano  come  da  punto  fidò 
gl’ archi  crefcenti  7G,  7F7;  e prorogate,  fe  occorre, 
le  variabili  A C y A E fino  in  G , ed  H,  faranno  fimi- 
li  i fettori  ACFy  AGHf  e però  z , du::r , GH,' 
che  fi  chiami  dq  , dunque  zdq  — du  ; ma  per  l’equazio- 

9 

ne  generale  della  curva  è pdz  — du  , dunque  zdq  zi  pdz  t 

r 

e però  rpdz  iz  dq  ; quindi  fom  mando,  farà J'  rpdzz:q~IG . 

Le  collanti  aggiunte , o levate  nell’  integrare  altro  non-»’ 
farebbero , che  diverlificare  il  fito  del  punto  I . 


ESEM- 


Digitized  by  Google 


7Xi 


ANALITICHE  LIB.  III. 

r'  : ESEMPIO  I. 

» • 

Sia  da  cortruirfi  la  fpirale  logaritmica , la  di  cui 
equazione  è adz  = du  ; ma  du  — zdq  , donque  adz  — zdg  ; 

~T  ’ * t [ r 

o pure  , perchè  il  raggio  AI  è affluito  ad  arbitrio  , 
fatta  bzzr  , c prefa  a come  unità  , dz~dq  , ed  irne- 

Z 

grando  , / z = q , la  di  cui  effezione  geometrica  è tra- 
feendente  , ma  femplicifftma  . 

ESEMPIO  II. 

\ -■  * ' . , 

Sia  la  fpirale  iperbolica  della  fottangente  colante 
— a,  e però  1* equazione  adz  — du  ; ma  du  = zdq  , 

Z r 

dunque  ardz  — dq  , e fommando  farà  b — ar  — q ec. 

• ZZ  2 

In  tali  cortruzioni  fi  à fempre  l’arco  IG  di  circo- 
lo , che  forma  l’omogeneo  di  comparazione  , l’ altro 
membro  j'rpdz  può  edere  integrabile  analiticamente , 

come  nel  fecondo  efempio  , o trafeendentemente  per 
via  della  quadratura  dell’iperbola , come  nel  primo,  o 
per  qualunque  altra  più  comporta  . Quindi  in  un  folo 
cafo  le  nortre  curve  poflono  eflèr  algebraiche  , cioè 

quan. 


] 
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do  la  quantità  J' rpdz  pofTa  ridurli  alla  rettificazione 

d’un  arco  di  cerchio,  che  al  corrifpondente  IG  fiia-., 
come  numerp  a numero  . Se  la  proporzione  forte  per 
avventura  forda  , allora  la  curva  BCED  farà  bensì  me- 
canica , ma  non  già  dipendente  dal  tetragonifrno  del 
cerchio  , riducendofi  ad  un  problema  diverfo  confirten- 
te  nel  dividere  gl’ archi  circolari  in  qualunque  data  ra- 
gione , il  che  può  ottenerfi  per  mezzo  dell'  Elice  o fia 
Spirale  d’Archimede  , o della  Quadratice  di  Dinortrato . 

Le  foprafcritte  cofe  ci  fomminillrano  un*  altro  mo- 
do di  far  partaggio  dalle  efprertioni  delle  curve  al  fuo- 
co a quelle  , che  fi  riferiscono  all’  affé  , o al  contrario  . 
Giacché  rpdz  - dq  — rrdt  , chiamata  la  tangente  lK=t 


rr  +.  tt 


( num.  26.  ),  farà  erta  tangente  / data  analiticamen- 
te, o trafcendentemente  per  z,ma^7=r  , AK  = i/rr+-  tt, 
AM  — x , MC—y  , dunque_rz_=l/rr+-rf  , e dopo 


le  debite  riduzioni , r\/zz  — va:  ~ t — ry  , ma  t è dato 


per  z , e z = xx  +•  yy  , dunque  fiamo  arrivati  alla_. 
curva  locale  all’arte,  che  torto  fi  riduce  alle  Colite  coor- 
dinate x , y . Tornando  indietro  per  la  fteffa  ftrada  fi 
paffa  dalle  equazioni  all’arte  a quelle  al  fuoco  . 

m 

Ripi- 
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Ripiglio  I’efempio  del  num.  87. , cioè  la  cuiva^ 
zdz  = du  riferita. al  fuoco,  per  riferirla  all* _ 

v cc — tbz—'zz  t - : , . 

a (Te  . Poiché  fi  è prefa  piz  = du  per  equazione  genera- 
le  delle  curve  riferite  al  fuoco , farà  in  quello  calo  par* 
ticolare  p =.  z , onde  furrogato  quello 

v cc  — 2 bz  — zz 

valore  in  luogo  di  p nell’ equazione  rpdz  — dq—  rrdt , 

. • Z , rr  4,  tt 

t 4 ir  ’>  ' < 

farà  - rdz  z:  rrdt  Faccio  b +■  z — s , dz— ds, 

\ . ' —7 n+.tt  •*  j.  . 

I /CC  — 2 bz ZZ 

\ • ».  , Jr  | • * * " 

bb +.  ibz +■  zz  ~ ss  , onde  — ibz — zz  — bb  — ss,  e for- 
tuiti quelli  valori , farà  rds  — rrdt  , cioè 

Ti rr  4-  *t 

V cc  +-  bb  — ss 

fatta  cc  + bb  — hb  , rds  , o fia  rhds  — rrdt  ; 

— . rr  +- it 

\/  bb  — ss  b is  bb  — ss 

ma  l’integrale  del  primo  membro  è un*,  arco  di  cer- 
chio , di  cui  fia  h il  raggio  , ed  s il  fc'no  del. comple- 
mento, ( num.  37.)  moltiplicato  nella  frazione  collante 
r , c l’integrale  del  fecondo  è un’ateo  di  cerchio  del 
~b  - , : ^ . 

raggio  r , tangente  t ; dunque  il  primo  arco  farà  al  fe- 
condo come  h ad  r , cioè  faranno  tra  loro  , come  i 
raggi , dunque  fono  fimili , dunque  nella  llelfa  ragione, 
de’  raggi  fono  pure  le  tangenti  ; e perchè  la  tangente 

del 
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del  primo  arco  è b \^hb — ss  , farà  b 1/  bb — ss, tufi , 

. _» ~ 

r,  cioè  t—r  i/bb—ss,  quindi  rertituito  il  valore  di 

••  ••  $ 

s , e porto  ry  in  luogo  di  t , fi  averi 
* 

ry  — r u'  bb—bb  — ibz  — zz  , equazione  ridotta  all’  affi: , 

x t +-  z 

la  quale  fi  efprimerà  con  le  fole  coordinate  x , y , 
ponendo  in  luogo  di  zz  il  valore  xx+-yy  , e farà  by-t- 

y i/  xx+-yy  = x k'  bb  — bb—rtb  l 'xx+-yy  — xx—yy  , 
che  è la  fletta  della  ritrovata  al  citata  num.  87. 

Per  pattare  dall' equazioni  all’ atte  a quelle  del  fuo* 
co,  prendo  l’Efcmpio  I.  del  num?  88.  la  di  cui  equazio- 
ne al  circolo  è z—U'bx  ( Fig.  8.  ) . 

La  ungente  data  per  z dell’arco  OQ  deferitto  col 

centro  A , raggio  r , fi  trova  ettere  r k*  bb  — zz  = t ; 

M 

dunque  nell’equazione  canonica  dq  - jt*  fortituiti  io- 

luogo  di  t , e di  dt  i rifpettivi  valori  , averemo 
__ dq- __  rdx  i pon80  — dq,  perchè  crefcen- 

1 y bb—zz 

do  AC,  (z)  cala  l’arco  OQ  (?)  i ma  dq  = rdu,  quin- 

2 

• : di 
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di  rdu  - rdz  , cioè  zdz  = du , che  è la  ilcf- 

V bb  — zz  i ' bb — zz 

fa  equazione  della  ritrovata  al  num.  88. 

pi.  Nè  meno  fono  neceffarie  le  particolari  for mo- 
le , che  fi  fono  ritrovate  nel  cafo  delle  curve  con  le_. 
coordinate  in  angolo  obbliquo  tra  loro  , perchè  tali  equa- 
zioni poffono  Tempre  mutarfi  in  altre  , che  abbiano  le 
coordinate  in  angolo  retto  , ed  indi  poi  fi  potrà  fervirfi 
delle  folite  formole  . 

Ed  in  fatti  fi  chiami  ( Fig.  7.  ) HG  — p,AG~q\ 
è adunque  j>  — ny  , q — x+ey,  denominando  , come  fo- 

m m ' 

4 _ . 

pra  , A B — x , BD  rr  y y e la  ragione  del  fe.no  tutto  al 
feno  retto  quella  di  m ad  n , al  feno  del  complemento 
quella  di  m ad  e ; adunque  farà  y — tnp  , x — q — 

• » : * 

ey  — q — ep  . Sofiituiti  per  tanto  nella  propofla  equazio- 

• m ri 

ne  in  luogo  di  x , ed  y quelli  valori  dati  per  p , e q, 
avraffi  l’equazione  della  curva  con  le  coordinate  in  an- 
golo retto  fra  loro  . Ma  fuccederà  bene  fpeflò  , che  l'e- 
quazione primitiva  fia  fcmplice  , e trasformandola  li  fac- 
cia affai  com polla  ; anzi , che  effendo  feparate  le  inco- 
gnite nella  propoila , non  lo  fieno  nella  trasformata-. , 
il  che  è di  maggiore  difficoltà , nè  poffano  fepararfi 
con  le  folite  regole  di  divifioni , effrazioni  di  radici  ec. 

Tut- 


P 


1 
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Tuttavia  però  in  molti  cali  particolari  non  fari  forfò 
mal  fatto  il  mettere  a prova  , e l’una , e l’altra  manie- 
ra per  appigliarli  a quella  , che  nel  dato  cafo  farà  più 
comoda . ' 

Ma  farà  opportuno  venire  agl’ Efempj,  ne*  quali, 
quando  non  fi  avvifi  in  contrario  , intenderaffi  tempre , 
che  le  coordinate  fiano  fra  loro  in  angolo  retto . 

Delle  Quadrature  de'  Spazj  . 

ESEMPIO  I, 

92.  Sia  ABC(Fig.  io.)  una  parabola  apolloniana  dell’e- 
quazione ax  -~yy  > una  qualunque  affida  A D — x , D Bz zyt 

e debbafi  quadrare  lo  fpazio  ADB.  Sarà  dunque  yzzi/ax, 
e pollo  quello  valore  nella  forinola  generale  de’  fpazj 

(ydx)  in  luogo  di  y , farà  eda  dx^ax , ed  integrando 

- xu'ax  +-b  . La  quantità  b è la  folita  coftanre , che_, 

nelle  integrazioni  devefi  aggiungere,  e che  ora  fa  d’uo- 
po di  determinare  . Nel  punto  A , cioè  quando  x — o , 

lo  fpazio  è zero,  adunque  l’integrale  jxi/ax-t-b,  che 

efprime  quello  fpazio  , deve  pure  edere  zero , fatta^ 

x — o , e però  farà  - oi/ao  +■  bzz o,  cioè  b—  o ; vale  a 

dire,  che  in  quello  cafo  non  devefi  all’integrale  aggiun- 
gere collante  alcuna  . 

Adun- 


_ 
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Adunque  farà  Io  fpazio  ABD  zz  ^ xVax  , ma_. 

1 'ax—y,  onde  ABD  — ~xy,  cioè  eguale  a due  terzi 
del  rettangolo  dell’ affida  nell’ordinata. 

Quindi  fe  fi  volede  lo  fpazio  chiufo  da  una  fida-., 
è determinata  affida  , ed  ordinata  , per  efempio  quando 
fia  x zz  la  ; comecché  , per  l’equazione  della  curva  , è 

in  quello  cafo  y — v'iaa  , farà  lo  fpazio  = aaVi . Se 

le  affidc  della  parabola  non  principiadero  dal  vertice  A, 
ma  da  un  dato  punto  D;  polla,  per  efempio  AD  — a, 
una  qualunque  DEzzx,  il  parametro  =/,  farà  l’equa- 
zione af  -bfxzzyy,  ed  y — i/af  +-fx  . Sofiituito  quello 
valore  nella  formola  ydx  , farà  eda  dx\xaj  +-fx,  ed  in- 
tegrando -H-  jc  1 /af  +-fx  +-  b eguale  allo  fpazio  DCEB. 

Ma  per  determinare  la  collante  b fi  rifletta , che  nel 
punto  D , cioè  quando  x — o , lo  fpazio  è eguale  a_. 
zero  , adunque  nell*  integrale  fatta  x = o , dovrà  edere 

- av'af-r  b— o,  e però  la  collante  b — — la  Vaf\  adun- 

3 

que  per  avere  l’integrale  compito,  in  luogo  di  aggiun- 
gere  la  b , bifognerà  fottrarre  dz  aVaf , e però  lo  fpazio 

ricercato  DCEB  farà  — ~\  a -t-xl^a f-bfx  — - av'af. 
Sia  A E zza,  cd  in  E principj  .la  x verfo  A,  e fia 

P 2 


una 
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una  qualunque  EDzzx , farà  l'equazione  af — fx~yy  , 
còy~\/af  — fx , onde^J*  = dxi/af  — fx  , ed  integrati- 

I 

do , farà  — y a — * Xafr-Jx  » «-  *,  • Ma  quando  * = o , 
lo  fpazio  pure  è =o,  adunque  fatta  nell'integrale  #=0, 
dovrà  eflere  — y at/af  +-b  — o,  e peto  b =y  ai / af  ; 

adunque  Io  fpazio  E DBC  — -ai^af — -X<* — 'af—fx. 

Si  è veduto,  che  generalmente  Io  fpazio  AEC 
nella  parabola  b — ~ AE  X EC  t cosi  lo  fpazio  ADB  — 
- AD  X DB;  adunque  lo  fpazio  DECB  farà  = 

~ AE  X EC — y AD  X DB,  il  che  appunto  confron- 
ta col  calcolo  dell'uno,  e dell’ altro  cafo  dell’origine_< 
della  x dal  punto  D verfo  £ , e dal  punto  E verfo  D. 

Prendo  l'equazione  generale  a tutte  le  parabole-. 

m n 

di  qualunque  grado  a'n  x n — yr  , onde  farà  y — a r x r , 

f»  n 

e però  la  forinola  ydx  — a r x r dx  , ed  integrando  , fa- 

m n +•  r 

ràlo  fpazio  — ra  r x r +-b  , ma  prefa  *•  = o , fi  tro- 
tta- r 

va  efiere  b — o , adunque  non  va  aggiunta  collanti-» 

1 m n 4.  r 

alcuna  , e l’ integrale  ritrovato  rar  x r è compito , e 

«f  r 

po- 
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m n 

ponendo  y in  luogo  di  a r x r , farà  rxv  = allo  fpazie 

"+-r  v , • 

ricercato  . 

ESEMPIO  II. 

I • ' * - % - 

93.  Sia  la  curva  y — V x*-a  , farà  adunque.. 
ydx  — dx  V'~:  ed  integrando  , farà  lo  fpazio 

t 

m X * « X *+■«  ” +■& • - 

■■  ■ — - 4 

«4-1  ‘ - * *'■  • 

Ma  porta  * = 0,  dovrà  eiìere  6 = — m Xa]/a» 

m +- 1 

adunque  l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  ricercato 
farà  = m X * +*  a y x +•  0 — ct  X a . 

W 4-  1 w 4-  1 


. ' ' • ESEMPIO  III.- 

- *. 

94.  Sia  l’iperbola  fra  gl’  afintoti  FED , (Fig.  11.) 
e fu  AB  = * , BE -y  , e l’equazione  ; far* 

y — aa  , e però  ydx  ~ aadx  y ed  integrando,  farà  lo 

fpazio  = a / * b , prefo  il  logaritmo  nella  logaritmi- 
ca 
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ca  della  fortangente  = a . Ma  porta  x — o , il  logarit- 
mo del  zero  è quantità  infinita  , e negativa  , per  la  na- 
tura della  logaritmica  , adunque  la  quantità  b da  aggiun- 
gerli all’integrale  deve  edere  quantità  infinita , e porta- 
va , e però  infinito  lo  fpazio  cornprefo  della  curva  E F 
prodotta  in  infinito  , dall’afintoto , e dalle  due  coordi- 
nate AB  t BE  . 

Sia  l’iperboloide  dell’equazione  a1  = xyy  , farà 


y - 1/ c però  ydx  = dx  j/ a^_  , ed  integrando  , 
«•*  * 

farà  lo  fpazio  =2  i/a’x-t-b , ma  porta  *;o,èi;o, 
adunque  non  fa  d’uopo  aggiungere  cortame  alcuna  , e 
l’integrale  compito  , cioè  lo  fpazio  ABEF  infinitamen- 
te prodotto  all’ insù,  farà  iVa'x  t quantità  finita,  0 
ila  , per  l’equazione  della  curva,  = ixy  . 

Sia  l’ iperboloide  dell’  equazione  a ’ = xxy  ; farà 
y — a' , ed  ydx  — a%  dx  , ed  integrando  farà  lo  fpazio  =: 

~xx  XX 

— a ! +•  b y ma  porta  x — o , farà  a*  quantità  infinita  , 

~x  o 


adunque  b è eguale  all’infinito  , onde  per  avere  l’inte- 
grale compito  bifognerà  aggiungere  quantità  infinita-  , 
e però  farà  infinito  lo  fpazio  . 

Sia  generalmente  l’equazione  a tutte  le  iperboloi- 

t • • * ' 

di 
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m +.  n _»  i» 

di  am'*“"=x”ym  tùfk  y — a~™~  x m , c però'  f ydx  zz 
m +■  ti  m — « 

ma  m x 71  f ^ , Se  n = i , n = i , cioè  xy  zz  aa  , 
m — n 

avremo  — aa  b,  quantità  infinita , onde  Io  fpa- 

zio  infinito , coinè  fi  è veduto  di  fopra  . 

Se  n — l t m — 1 y cioè  a ’ — xyy  , farà  J“ ydx  — 
2 \/ a*  x -t-b  ; ma  polla  x — o , farà  pure  b — o , adun- 
que l’integrale  compito,  cioè  Io  fpazio  cercato  = 2 K a • #— 
2xy  , per  l’equazione  della  curva  , e però  finito  , quan- 
tunque infinitamente  prodotto  all*  insù  dalla  parte  di  F . 

Se  « = 2 , mez  1 , cioè  a 1 = , farà  f ydx  ~ 

— +-  b , ma  polla  x — o , farà  — infinito  , e_. 

AT  o 

però  b — all’infinito  , adunque  fi  deve  aggiungere  all’ 
integrale  quantità  infinita  , e però  lo  fpazio  farà  infinito . 

Se  n-  1 , m - 3 ; cioè  a4  = xy’ , farà  f ydx  ~ 
• — 2, 

7 « 5 * 5 +•  & i nia  polla  * = o , farà  b = o , adunque 

1*  integrale  compito  , cioè  lo  fpazio,  farà  = i v a'xxzz 

-~Ì* y * quantità  finita  , quantunque  infinitamente  pro- 
dotta all’ insù. 


Se 
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Se  « ~ 3 , m — % ; cioè  a*  ~ x'y  t farà  yi*  = 

— a ♦ +-  £ ; ma  porta  * = o , è b = oo  , adunque.» 

1XX 

Io  fpazio  infinito . 

Se  » = i , m — 4 ; cioè  a 1 = *y 4 , farà  = 

4 | / a'  x*  +•  b ; ma  porta  x ~ o , farà  b — o t adunque 

j 

l’integrale  compito  , cioè  lo  fpazio,  farà  = 4 ^ a' x'  — 

t j 

4 *y  , quantità  finita  . 

T 

Se  « — 4 , wj  — i;  cioè  a’  — * *y  , farà  ydx  — 

— a ’ +.  b ; ma  porta  # = o , farà  £ eguale  all’  infini. 
3-*’1 

» ’ 1 * * * , 

to  , adunque  infinito  Io  fpazio  . Con  la  rtelTa  maniera 
fi  potrà  procedere  quanto  fi  vuole  . 

. Prendanfi  ora  le  afflile  dal  punto  B , e fi  cerchi 
Io  fpazio  BCDE  . Sia  dunque  AB  — b , BC  — x, 
CD  ~_y  , e fia  la  rteffa  iperbola  apolloniana , la  di  cui 
equazione  by  +•  xy  — aa  ; adunque  farà  y — aa  , e però 

b+-  * 

ydx  — aadx  , ed  integrando  / ydx  = a l b+-x  +-/,  pre» 

0 -t-  X 

lo  il  logaritmo  nella  logaritmica  della  fottangente  = a. 

Ma 
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Ma  per  determinare  la  collante  /,  polla  x zzo,  dovrà 
effere  f zz  — a l b , adunque  l’integrale  compito  , cioè 

lo  fpazio  BCDE  farà  a !b+-x — a lb  . 

Se  II  prenda  B C zz  x infinita , farà  infinito  fb+-x; 
adunque  lo  fpazio  E B CD  infinitamente  prodotto  dalla_ 
parte  di  C è infinito  . 

Si  prenda  x negativa  = BAzz — b,  farà  a J b +-  x 
eguale  ad  a moltiplicato  nel  logaritmo  del  zero  ; ma  il 
logaritmo  del  zero  è quantità  infinita,  e negativa,  adun- 
que in  quello  cafo  lo  fpazio  è negativo  , cioè  dalla  par- 
te di  M , ed  è infinito  , come  fi  è veduto  anche  di  fo- 
pra  , e però  lo  fpazio  tra  I'iperbola  apolloniana  , e gli 
afintoti  è infinito  dall’  una,  e dall’altra  parte  infinita- 
mente prodotto  . 

Sia  l’iperboloide  cubico  dell’equazione  byy  4-  xyy  —a  ’ , 

faràj>=|/  a 1 , ond e ydx  zz  dx  1/  a ' , ed  integrando 
' T+Ti  ' À+-  * 

J'ydx—ri/a'b+o'xi-f,  ma  porta  x zz  o , farà  / = 

— rva'b , adunque  l’integrale  compito  , o fia  Io  fpazio 

EBCD , farà  = 2i'a,b+-a>x  — ìl/a'b  , quantità  alge- 
brica . Prefa  x infinita  , farà  infinito  lo  fpazio  EBCD 
infinitamente  prodotto  dalla  parte  di  C. 

Prefa  x negativa  zzBAzz  — b , l’integrale  farà  — 

il/fl'i  , adunque  lo  fpazio  farà  negativo  , cioè  fa- 

q jà 
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rà  FEBAM , e farà  finito,  quantunque  infinitamente  pro- 
dotto dalla  parte  di  M , come  fi  è pure  veduto  di  fo- 

pra-  t 

Sia  l'iperboloide  dell’equazione  b+  x y.y  — &'  » ^ara 
y=  a'  , onde  ydx-  a'dx  . Ed  integrando 

X . * 

b +.  * !>■*■* 

f'ydx  — — a'  +-/,  ma  polla  x —c,  farà  / adun- 

’ b 4.  * ^ 

que  l'integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  hBCD  fara  = 
’ — a Prefa  a-  infinita,  il  termine  — <**  farà 

T"  b-t-x  - i^~x 

zero  , adunque  lo  fpazio  farà  finito  , quantunque  infini- 
tamente prodotto  dalla  parte  di  C . Sia  x negativa  — 
B A — — b , l’integrale  farà  a'  — a1,  ma  — a^è  quan- 

b o O 

tità  infinita , e negativa  , adunque  Io  fpazio  fara  dalla-» 


parte  di  M infinito  ec. 

Con  quello  metodo  operando  troveraffi  , che  lo 
fpazio  tra  l’ipcrbola  apolloniana  , e gli  afintoti  infinita- 
mente prodotto  farà  infinito  dall’ una,  e dall*  altra  parte  ; 
tra  l’iperboloide  primo  cubico  , e gli  afintoti  farà  fini- 
to dalla  parte  di  M , ed  infinito  dalla  parte  di  C ; tra 
l’iperboloide  fecondo  cubico  , e gli  afintoli  farà  infini» 
to  dalla  parte  di  M,  e finito  dalla  parte  di  C\  tra*  l'iper- 
boloide primo  del  quarto  grado  , e gli  afintoti  farà  fi- 
nito dalla  parte  di  Af,  ed  infinito  dalla  parte  di  C ; tra 


l’ iper- 
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l’iperboloide  fecondo  , e gli  afintoti  farà  finito  dalla- 
parte  di  C , ed  infinito  dalla  parte  di  M ec. 

Per  porre  in  opera  le  ferie  , Prendo  l’efpreffione_» 
dello  fpazio  BCDE  della  fuddetta  ipcrbola  apolloniana, 
cioè  aadx  . 
b 4-  * 

Ridotta  quella  in  ferie , farà  ella  = aadx  — aaxdx  +- 

I TT~ 

aaxvdx  — aax  ' dx  ec. , ed  integrando  aax  — aaxx  +■ 
b‘  b*  b ibb 

+-aax'  — aax 4 ec. , la  qual  ferie  infinitamente  prodot- 
3 b'  4 b* 

ta  equivale  appunto  allo  fpazio  BCDE , e fe  forte  fom- 
mabile  , ci  darebbe  in  termini  finiti , cioè  algebraica- 
mente  lo  fpazio  cercato  , vale  a dire  la  quadratura-, 
dell* iperbola  , ma  non  ertendo  fommabile  , quanti  più 
termini  di  erta  fi  prenderanno,  principiando  dal  primo, 
tanto  più  ci  avvicineremo  al  giullo  valore  dello  fpazio. 

Prendo  l’aflìffa  BT  dalla  parte  de’  negativi  , farà 
l’equazione  della  curva  by — \xy  — aa  , e però  ydx 
aadx  , e riducendo  in  ferie  , farà 
b — x 

ydx  — aadx  4-  aaxdx  4-  aaxxdx  +•  aax  ’ dx  4-  aax  *dx  ec. , ed 
b • bb  b'  b*  b* 

integrando,  /* ydx— aax  4-  aaxx  4-  aax'  4-  aax*  4-  aax 1 ec. 
J b 2 bb  3 b*  4 b*  jb' 

q 2 eguale 
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eguale  allo  fpazio  BTPE.  Prefa  BTzzBA , lo  fpazio 
FEBAAi  infinitamente  prodotto  dalla  parte  di  Af  fa- 
rà = a a +-  aa  + aa  +■  aa  +■  aa  ec, , ferie  di  valore  infinito  ; 

* T 4 J 
adunque  lo  fpazio  infinito  , 

ESEMPIO  IV. 

95.  Fra  gl’afintoti  AS , AB  ( Fig.  12.  ) fia  l’iper- 
bola  equilatera  OC,  e fia  AB  — BC  — a , BI  = — x . 
S’intenda  deferitta  la  curva  mecanica  BEF  tale,  che 
il  rettangolo  di  AB  in  qualunque  ordinata  IE  fia  egua- 
le al  corrifpondente  fpazio  iperbolico  B CO  I „ Si  ricer- 
ca lo  fpazio  indeterminato  SABEF . Sia  l’ordinata-, 
lE  — z.  Si  è veduto  , edere  lo  fpazio  BCOI  eguale 
alla  ferie  ax  +•  x x +-  x'  +-  x*  +■  *'  ec.,  porta  come 
2 3<»  4 aa  5<j* 

fuppongo  , a — b , adunque  per  la  proprietà  della-, 
curva,  farà  z—x  +-_**  +-  ec. , e però  zdx  = 

2 a 3 aa  44’ 

ari*  4-  yard*  4-  at  1 Ax  +■  x* dx  ec.  ; ed  integrando,  farà  fi- 
za  laa  4 a1 

nalmente  lo  fpazio  BIE—  xx  +-  a:’  +■  x*  +■  x!  +-  x(  ec., 

2 6a  12 aa  2043 » $oa* 

e prefa  x = a - BA  rifpetto  a tutto  Io  fpazio  SABEF 

in  fi- 
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nitamente  prodotto,  farà  erto  —aa+-  aa^-t-da+-ad-»-aacc.> 

! « U M J° 

la  qual  ferie  è fommabile  , ed  è = ad,  adunque  è al- 
gebraicamentc  quadrabile,  ed  eguale  al  quadrato  di  BA 
lo  fpazio  infinitamente  prodotto  $ ABEF . 

ESEMPIO  V. 

9g.  Sia  1* iperbola  ATC,  ( Fig.  13.  ) l’arte  trafverfo 
DA  ~ la , il  parametro  — p,EB=x,B  C—y , e però  l’equa- 
zione xx  — aa  — 2 ayy  , c fi  cerchi  lo  fpazio  %A  B C ; 
~ 

farà  dunque  y — ^ pxx  — pad  , e però  la  iormoIa_» 

ZA 

ydx-dx  1 /pxx — paa  . Fatto  fparire  il  fegno  radicale, 

f ia 

e paiTando  all’  integrazione  , troveraflt  con  le  folire 
maniere  l’integrale  in  parte  algebraico  , ed  in  parte 
logaritmico , adunque  lo  fpazio  ABC  dell'  iperbola  di- 
pende dalla  defcrizione  della  logaritmica  .. 

Se  fi  voglia  lo  fpazio  A CH  F.  , lo  fpazietto  infini- 
tefimo  ITCH , fatta  MT  infinitamente  proflìma  a BC, 
ne  farà  l’elemento,  c però  la  formola  farà  xdy  , in  cui 
foftituendo  in  luogo  di  x il  valore  dato  per  y dall’  e- 

quazione  , farà  xdy  -dy  1/  2 ayy  +-  aap  , il  di  cui  inte- 
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graie  ifleflCimente  dipende  dalla  logaritmica  ; 

F,  fe  tanto  nella  foratola  ydx  del  primo  fpazio  j 
quanto  nella  xdy  del  fecondo  fi  avelTe  fofiituito  in_. 
luogo  di  dx  in  quella  , ed  in  luogo  di  dy  in  queda  i 
rilpettivi  valori  dati  dall’equazione  , fi  farebbero  pari- 
mente ritrovati  gl’integrali  della  fieffa  natura. 

Per  far  ufo  delle  ferie  . Prendo  la  formola  del- 
lo fpazio  A CHE  A , cioè  xdy  ; adunque  xdy  = 


dy  | / z ayy  4-  gap  , e facendo  per  maggiore  facilità 
9 

( giacché  le  collanti  non  alterano  il  metodo  ) cioè  fup- 


aa  , e 


polla  l’ipcrbola  equilatera  , farà  xdy  — dyVyy 
riducendo  in  ferie  il  radicale  , farà 
xdy  — ady  4- yvdy — y'dy  +-y*dy  — 5v*iy  ec.  , ed  in  te 
la  8 a'  ita'  ii8a7 


grando  j 


xdy , cioè  lo  fpazio  ACHE  A — ay  +■  y>  — 

« Ca 


y * +.  y7  . — ly9  ec.,  ferie  che  non  fi  fa_ 

40  a*  7 X\6a* 

fommare . E fottraendo  quella  ferie  dal  rettangolo  xy  , 
avrafli  lo  fpazio  ABC . 


Si  conducano  dal  centro  E le  infinitamente  profil- 
ine ET,  EC,  e fia  AKP  tangente  nel  vertice.  Col 
centro  E fi  deferivano  gli  archetti  di  circolo  KQ,  TR  ; 


farà 
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farà  AK~  av , e KP  = axdy  — aydx , ET  = i/xx  +•  yy  , 

E K = a v'xx  +-yy  , c per  la  fimilitudine  de’  triangoli 

* -i 

PKQ,  KEAt  o fu  TEM , farà  K.Q  = axdy  — aydx  , 

x V xx  +-yy 

e per  la  fimilitudine  de’  lettori  EKQ,  ET R , farà 
TR-xdy — ydx , e però  farà  \ ETXTR,  cioè  xdy  —ydx 

- X 

l’elemento  del  fettoreET^,e  foflituendo  in  luogo  di  y, 
c dy  il  valore  dato  dall’equazione  della  curva  y — Vxx — aay 
( fuppolla  equilatera  l’iperbola  ) farà  aadx  , ed  in- 

2 Vxx  — aa 

tegrando  /"  aadx  , cioè  il  fettore  ETÀ  =. 

J rv xx  — aa  ..  .. 

• *".  * + . * 

— ~ a ì x — w'xx  — aa  nella  logaritmica  della  fottan- 
gente — a , il  quale  fpazio  è efprclTo  da  quantità  nega- 
tiva appunto  , perchè  fi  allume  nel  fenfo  de’  negativi  . 

Riducendo  la  formola  in  ferie , troveremo  aadx  — 

...  « 

il/ xx — aa 

aadx  +■  a*dx-h  ia*dx  +•  ya * dx  +■  3 ya l0dx  ec. 
ix  4*’  i6x'  32.V7  2 y6x> 

Ma  per  integrare  il  primo  termine  della  ferie  fa- 

rebb  e 


1 
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rebbe  d’uopo  ridurre  prima  quello  ancora  ad  una  ferie 
infinita  ; adunque  farà  meglio  fare  più  fpeditamente  nel 
feguente  modo  . Sia  £ M — x , MTzzy  , A K = z , fa- 
rà KPzzdz  , c *E  = p , AE  = a,  femiafle  trafver- 
fo  , il  femiafle  conjugato  = b . Sarà  adunque  KQ=adt, 

p 

£f  = pXi  T R = xdz,  t però  ìETX  = xxdz  > 

a r 

ma,  per  l’equazione  della  curva,  è y-bvxx  — aa, 

S 

c per  i triangoli  limili  EAK , EMT , farà  y = xz , 

a 

adunque  zx  — b v xx  — aa  » Cc^  xx  ~~  aa^  » e P?10 

bb  — a* 

la  formola  farà  abbdz  , cioè  ridotta  in  ferio 
2 X bb  — ZZ 

azzdz  +•  az*dz  +-az‘dz4-az'dz  ec.,  ed  integrando  , 

*7  TiT  **♦  **' 

/atWz  > cioè  lo  fpazio  £7*^  =az_  +•  aV  +■ 

,x»-»  1 . m ■ 

az » +*  az7  4*  az»  ec. 


HSEM- 
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, ESEMPIO  VI. 

97.  Sia  il  circolo  A B D ( Fig.  14.  ) col  diametro 
AD  — a , e fi  cerchi  l'area  d'un  qualunque  mezzo  feg- 
menso  A HE  . Fatta  A E — x , EH  = y , farà  l’equa- 
zione y — U'ax  — xx  y c però  ydx  — dx  V ax — xx  . 
Qui  non  occorre  liberare  la  formola  dalla  radicale  , o 
tentare  altri  modi,  a fine  di  mutarla  in  un’altra  capace 
d’effere  integrata  algebraicamente , o per  mezzo  de’ 
logaritmi  , perchè  farà  fatica  fuperflua  , mentre  ci 
ridurremo  Tempre  ad  una  formola  di  quadratura-.  , 
o rettificazione  di  circolo , come  fi  è notato  al  num. 
37.  , e però  fenz’ altro  potrafii  procedere  con  le  ferie  . 
Rifoluta  adunque  in  ferie  la  formola  , farà 
X _L  i X 1 

dxYax  — xx  — a * x 1 dx  — x 1 dx  — *•  ldx — x - dx  ec., 

1 x r 

2 a1  1 6a~ 

ed  integrando  f,ix  , cioè  lo  fpazio  AEH  =2 

111  Z 2. 

X a * x 1 — x 1 — x 1 — x 1 ec. 

ì T x 

5 a 1 2&J  * 723  * 

Sia  ora  il  raggio  CA  = a , e fia  CE-x  , EH-y  , 


r 
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e l’equazione  y “i / az — xx;  adunque  ydx  — dx  V aa  xx , 
c riducendo  in  ferie  tydx  = adx  — xxdx  — x*dx — x*dx 

2 a 8a‘  164  * 

jx'dx  ec. , ed  integrando,  f ydx  , cioè  lo  fpazio 
128V7 

CEHB  - ax  — — xf  — x7  — 5*’  ec>> 

6a  4oa>  ma*  1152  a7 

c fatta  x — a rifpetto  a tutto  il  quadrante  , aa 
aa  — aa  — aa  —jaa_cc. , ed  il  quadruplo  di  quella^ 

6 40  114  1114 

ferie  farà  l’area  di  tutto  il  circolo  . 

Per  mezzo  d’un  lettore  . Sia  CA  — a , AQ  — x , 
e condotta  CK  infinitamente  proflima  alla  CQt  farà 
QK  =dx  , CQ  = Vaa+-xx  , e deferitto  col  centro  C 
l’archetto  infinitefimo  05,  per  la  fimilitudine  de’ trian- 
goli K5*2  , QAC  , farà  QS-  adx  , e però  MN— 

V aa  +-  xx 

' aadx  ; adunque  il  picciolo  fettore  CMN , elemento 
aa  +-  xx 

del  fettore  C A farà  = a ' dx  . Ridotto  eflb 

2 X aa  +■  xx 

per  tanto  in  ferie  , farà  a' dx  = a’dx  — 

2 X aa  + xx  zaa 

a' xxdx +•  a’ x*dx  — a'  x6  dx  +■  a'  x'  dx  ec.  , ed  inte- 
2 2 a6  ~ T-a'~  2 a’0 

grando , 

\ 

i *'■  • 
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grando  , far ày*  , cioè  il  fettore  CMA  — 

2 xx 

a»  — * ’ +•  xf  — xr  +■  x*  cc.  , e pollo,  che  l'arco 
2 io**  14,1*  i8a7 

jfVf  Hi  la  metà  del  quadrante  , cioè  prefa  x — a , la_. 
ferie  farà  aa  — aa  +-  a.j  — ec.  ; ed  il  doppio  , cioè 

» A IO  14 

aa  — aa  +-  aa  — a a ec.  farà  il  quadrante  ABC  k 

T T ~7 

Se  in  vece  di  prendere  il  raggio  CA  — a,  l’aveflì 

prefo  = 1/  aa  , farebbe  il  quadrante  ABC  — 
r f 

«a  - — +-  aa  — aa  ec.  , e fottraendo  attual- 

8,  fX8  FX8  7X8 

mente  ciafcun  termine  negativo  dall’antecedente  pofiti- 
vo  , farà  aa,  +■  aa  +•  aa  +■  aa  ec. , che  è la  lleila  ferie 
1 15  t'9  "ìj7 

inferita  dal  Sig.  Le.bnizio  negl’ atti  di  Lipfia  dell’an- 
no. 1682. 

ESEMPIO  VII. 

? * - v 

$8.  Sia  l’elliffi  BCD,  ( F/g.  15.  ) il  femiafle  traf- 
verfo  AB  — a,  il  femialTe  conjugato  AC—b , AE  — x , 

EH  =y  , onde  l’ equazione  bb_  X aa  — xx  zz yy  , e pe- 

«a 

r 2 . ‘ rò 
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rò  ydx  = bdx  v ai  — xx,  elemento  dell'area  AEHC. 

a 

Ma  dx  v ai  — xx  è formola  di  quadratura  del  circolo 
BOD  , il  di  cui  diametro  Ha  l’afle  trafverfo  dell’ ellittì, 
adunque  dalla  quadratura  del  circolo  dipenderà  la  qua- 
dratura dell’ ellittì . E perchè  j" bdx  k'  ai  — xx  — EHCA, 

e j" dx  vx aa  — xx  — E MO A;  farà  un  qualunque  fpa- 

zio  dell’  elliffi  al  corrifpondente  fpazio  del  circolo  fui 
diametro  DB,  come  b ad  a , cioè  come  il  femiaHo 
conjugato  al  femiafle  trafverfo  , ed  in  confeguenza  Io 
fpazio  intero  dell’ellilTi  a tutto  Io  fpazio  del  circolo  nel- 
la fletta  ragione  . Ma  poiché  i circoli  fono  tra  loro , 
come  i quadrati  de'  diametri , o fia  de’  raggi , fe  fare- 
mo ^un  circolo  , il  di  cui  raggio  fra  = i /ab , cioè  medio 
proporzionale  tra  i due  femiattì  dell’  ellittì  BCD  , farà 
quello  circolo  al  circolo  BOD , come  ab  , aa  ::  b , a, 
ma  in  quella  medefima  ragione  è l’area  dell’ ellittì  BCD 
allo  fletto  circolo  BOD  ; adunque  l’arca  dell’ ellittì  farà 
eguale  all’arca  del  circolo  , il  di  coi  raggio  fia  medio 
proporzionale  fra  i femiattì  dell’ ellittì. 

Per  mezzo  della  ferie.  Ridotta- in  ferie  la  formola 

bdx  V aa—xx,  farà  etta  rr  Irfx  X a— xx — *•  * — x ‘ — 5*  • ec., 
a a la  8ì3j  k5.i!  ìzSa7 

• ed 
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ed  integrando  J'bdx  v^Ta^xx t cioè  l’area  ACHE- 

bx  — bx ! — bx 1 — bx1  — fhx*  ec.  , e fatta  x — a , 
6aa  40  a*  1 12,3 6 1152.3* 

farà  l’area  ACB  , quarta  parte  dell’ ellilfi, eguale  ad  ab  — 
ab  — ab  — ab  — 5 ab  ec, 

6 40  111  IIJX 

Nella  flefla  ellifli  , prefo  un  qualunque  arco  DS  ; 
fia  DP  tangente  in  D,  AI^xt  IS—y , e per  lo 
punto  S condotta  AP,  le  fia  infinitamente  proffima_, 
AK  , che  taglierà  l’ ellifli  in  T.  Col  centro  A fi  de- 
ferivano gl’ archetti  di  circolo  K£»  TR’,  farà  dunque 

A S—  V xx  + yy  — ATtDP~ay , AK  — AP  — a\/  xx*-yy, 

S ' X 

KP  = — axdy+aydx,  eflendo  PK  difierenza  negativa; 

XX  s 

e per  la  fimilitudine  de'  triangoli  PQK  , PAD  , farà 
KQ  — — axdy  4-  aydx  , e per  la  fioiilitudine  de’  fettori 

x v xx  +■  yy 

ATR  , AKQ -,  farà  TS  = — xdy  4-  ydx  , e pelò 

1/  **  +-  yy 

TR  X AT t cioè  — xdy  + vdx  farà  la  formola  per  lo 

ft  - 

fpazio  A CT  y la  quale  , fotliruito  in  luogo  di  y , e di 
dy  il  valore  dato  dall’equazione  dtlla  curva  , farà  final- 
mente abdx 


2 v aa  — xx 


Ma 


74* 


Ma 
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a.ix  è la  rettificazione  del  circolo  , 


V aa  — x x 

come  fi  è veduto  al  num.  37. , e come  fi  vedrà  in_. 
breve , adunque  la  quadratura  de’  fettori  ellittici  dipen- 
de dalla  rettificazione  , o quadratura  del  circolo  . Nè 
occorre  affiticarfi  per  liberare  la  formola  dal  radicale , 
perchè,  ciò  non  oliarne,  urteremo  in  un’altra  dallo  llet 
fo  circolo  dipendente  . 

Per  mezzo  poi  delle  ferie  troveremo , elTere-» 
abJx  — bdx  +-  bxx.lx  4-  ibx'dx  4-  5 bxtdx  4- 
2 l6**  lia*’ 

3 sbx'dx  ec. , ed  integrando,  avremo  lo  fpazio  ATC~ 

bx  '+-  bx  ' 


3 bxs 

8o<*4 


j bx* 
224J* 


Ifbx*  ec. , e fatta  x — o 


iiiia  ooa"  224J-  2304 a* 

rifpctto  a tutto  lo  fpazio  ADCy  quarta  parte  dello  fpa- 
zio intero  dell’ ellilfi  , farà  elio  =:  ab  4-  ab  + 30^  4-- 

» u 80 

job  4-  3 iab  ec. 

x»+  *J°4 

Che  fe  avelli  voluto  liberare  la  formola  dal  fegno 

radicale,  facendo  la  foilituzione  1 / aa — xx  — a — xz  , fi 
• - ‘ a 
farebbe  mutata  in  quell'  altra  aabdz  , la  quale  ridotta  in 

^ . aa  4-  zz 


ferie 
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ferie  fi  trova  edere  bdz — bzzdz  +-  bz  4 dz — bz 6 dz  +*  bz'di  ec 

aa  a 4 a*  a' 

cd  integrando,  bz  — bz'+-bzf  — bz7-i-bz*  cc.  , e polla 
3aa  5a4  7 a‘  pa’ 

x — a,  nel  qual  cafo  è pure  z—a  , farà  aè  — aè  + aè  — 

ì j 

ab+~ab  ec.  rifpetto  al  quadrante  dell’  elliffi  . 

7 ~ . 

E fe  fi  fupponga  a = b , l'elliffi  pafià  ad  edere  un 
circolo  del  raggio  — a , e la  ferie  farà  aa  — aa-f-aa  — 

j T 

aa  +-  aa  ec.  come  al  num.  57. , che  efprimerà  il  qua- 

7 9 

drante  ; e però  da  qui  ancora  fi  vede  , che  l’area  delk 
elliffi  è all’area  del  circolo  , il  di  cui  diametro  fia  e- 
gualc  all’alTe  trafverfo  dell’ elliffi  , come  rafie  coniuga- 
to all* affé  trafverfo  della  fleffa  elliffi  . 

♦ 

ESEMPIO  Vili. 

99.  Sia  la  cicloide  NAM , ( Fig.  1 6.)  il  circolo' 
generatore  ARH  , e fia  AH  = a , A R — x , B C^rdx , 
BE  = y,  DF  — dy , farà  l’equazione  dy  = ad* — ^ = 

1/a.v — xx  % 

dxi/a — x . Ma  lo  fpazietto  QEFP  è l’elemento  dello 

fpazio 


74$ 
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fpazio  AEQ  , adunque  FP  X PQ  > ci°è  xdx  Va — *— 

V x 

dx  V ax — xx  ne  farà  la  formula  ; ma  J'  dx  V ax  x » 

è il  fcgmento  circolare  ASB , adunque  Io  fpazio  cicloi- 
dale AEQ  farà  eguale  al  corri fpondente  fpazio  circola- 
re ASB  , e tutto  lo  fpazio  AMK  al  femicircolo  . Ma_. 
il  rettangolo  AHMK  è quadruplo  del  femicircolo  , poi- 
ché c il  prodotto  della  femiperiferia  nel  diametro;  adun- 
que lo  fpazio  AMH  farà  triplo  del  femicircolo  , e però 
tutto  lo  fpazio  della  cicloide  triplo  del  circolo  genera- 
tore . 

• Se  fi  volefle  immediatamente  Io  fpazio  AFC;  co- 
me che  il  piccolo  fpazio  FCBF.,  cioè  ydx  ne  è l'ele- 
mento, e dall’equazione  della  curva  abbiamo  dy  - 

dx  va  — x , fi  riduca  in  ferie  1*  omogeneo  di  compa- 

\/  x 

razione;  moltiplicando  prima  per  Vx  il  numeratore, 


denominatore  , onde  Ha  dx  v ax  — xx  — a * dx  — 


x * 


* — *■  * dx  — .v  * dx  cc.  , e però  integran- 


t 

la  1 


Sa  * 


i6a  a 


do , 
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do  , r dx  \s  ax  — 


7 


xx  , cioè  y z:  ia  * x 1 — x 1 — 


3*~' 

J Z 1 2.  J. 

* 1 — x 1 ec. , onde  ydx  = za  » * ' dx  — » * dx  — 

ì i » 

20<J  1 J<5j  1 

J 7 


3<j  1 


* dx  x 1 dx  ec.  , e finalmente  integrando  , 

i i 

ioa  * 564  *» 

^ i,  X 7 f 

7 ydx  — A BE  — 4.1  1 x * — 2at*  — x 1 — x * ec. 


3 


1 


150  * 7oa  * 2520 


ESEMPIO  IX. 

100.  Sia  la  concoide  AD  R,  CB-BA-a, 
CV  — x t MD  — yi  ( Fig.  17.  ) e fi  voglia  Io  Spazio 
A D G B . Chiamo  CG~zt  la  quale  farà  Tempre  data 
per  le  * , ed  y della  proporta  curva , come  è afiai  chia- 
ro .Sia  CE  infimamente  proflìma  a CD  , e col  cen- 
tro C , cogl’  intervalli  CG  , CD  fi  deferivano  i due  ar- 
chetti Gl  y DFy  farà  HI  — dz  t ed  il  trapezio  FDG1 
1 elemento  del  ricercato  lpazio  . Per  la  lìmilitudine  de’ 

* ' trian- 
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triangoli  HIG  , BGC,  farà  GI=  adz  , e perla 

vzz — aa 

fimilitudine  de*  fettori  CGI  , CDF  , farà  DF  — 
azdz  +-  aadz . Ma  il  trapezio  F DG  I b—D F + GIX~GD  = 
z t'  zz  — aa 

zaazlz  +*  a'dz  , dunque  /*  ìaazdz  +•  a'dz  , cioè  — 
2zt^zz — <j.j  2z  1/ zz  — aa 

a 1 v zz  — flit  — z -t-fl  X ^rco  di  circolo  col  raggio  n:  a, 

tangente  zzi^zz  — aa — z,  ( prefo  il  logaritmo  nella-, 
logaritmica  della  fottangentc  — a ) fara  eguale  allo  ipa- 
zio  , che  fi  cercava  . 

Si  può  niente  meno  avere  lo  fpazio  totale  , ed  i 
parziali  della  ftefla  concoide  confidcrando  la  curva  in_» 
relazione  al  fuo  alfe  . Sia  nella  ftefTa  Figura  AB  — 
DG  — a — BC , BM  — x,  MD-y,  e dal  punto  G fi 
tiri  all’ordinata  M D la  perpendicolare  G O , farà  DO- 
Vaa  — xx  , per  l’angolo  retto  COD,  e per  la  fimili- 
tudine  de’ triangoli  CBGyGOD  fara  BG— di/ aa  xx— 


MO  i dunqne  MD  — i/aa — xx a i/ ai  — >x—y  , 

X 

quindi  ydx  , cioè  l’elemento  dello  fpazio  , farà 
dx  v aa  — ~*x  +- adx  aa  — xx  . Il  primo  termine  inte- 

X 

grato 
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grato  dipende  della  quadratura  del  circolo  , il  fecondo 
da  quella  dell’  ipcrbola  . 


ESEMPIO  X. 

* 

101.  Sia  AMI  ( Fig . 18.)  la  Cidbide  di  Diocle  , 
la  di  cui  equazione  yy  — x'  • Sarà  dunque  la  formola , 

a — x 

x 

fortuito  il  valore  di  y dato  dall’equazione  , x 1 dx  , 

1 

a — x 1 

il  di  cui  integrale  dipende  dalla  quadratura  del  circo- 
lo . Per  avere  il  rapporto  dello  fpazio  totale  della  cif- 
foide  a quello  del  circolo  generatore , fi  rifletta  , che_* 

eflendo  l’equazione  yy  — x * , farà  anco  77  Xax — xx  = x't 

* a — „v 

e però  y \/  ax — xx  — xx  . Ciò  pollo  , differenziando  la 
propolla  equazione  ayy  — xyy  — x viene  2 aydy — 2 xydy — 

yydx  — $xxdx  , cioè  2 dy  X & — x — ydx  — $xxt ìx  , e_. 

y 

perchè  xx  — v V ax  — xx  , dunque  2 dy  X a — x — 

ylx  = ydx  1/ ax  — x*.  Ma  dy  X a — x è l’elemento 
dello  l'pazio  AMQB,  ydx  è l’elemento  dello  fpazio 

f 2 AMP , 
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AM P , ed  integrando  ri  (petto  allo  fpazio  totale  , è 

fi,  \a  — x — J" ydx  y dunque  in  tale  circortanza  farà 

2 J*  dy  X a — X~~J~ ydx  ^J'dyX  a — * » e però 

J " dyX  — * = 3 J* dx  1/  ax  — xx  , e perchè  nel  cafo 

dello  fpazio  totale  della  GifToidc  j* dx^ax—xx  è l’a- 
rea del  fcmicircolo  AB  Ni  quindi  Io  fpazio  della  Cif- 
foide  infinitamente  prodotto  è triplo  del  femicircolo  ge- 


neratore , 


ESEMPIO  XI. 


102.  Sia  la  Logaritmica  HBD  ( Fig.  ip.  ) all’  afin- 
toto  MQ  , e fia  AB  = alla  fottangente  — aì  KH=y  , 
AK  — x , e l'equazione  ady  = dx  . Sarà  adunque  la_ 


formola  ydx  — ady  , 


ed  integrando  J ydx  zz  ay  ■ 


■bb 


ma  porta  y — a , farà  bb  — — aa  , adunque  l’integrale-, 
compito  , cioè  lo  fpazio  AYLHB  — ay  — aa  . Prefa  una 
qualunque  altra  ordinata  MN  — z,  farà  pure  AMNB  — 
az  — aa  ; adunque  MKHN  — ay  — az  . Sia  l’ordinata-. 
EF  minore  di  AB  , ed  eguale  ad  y , A E = — x , farà 


nello 
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nello  ftelTo  modo  I*  equazione  ady  = dx  , perchè  effen- 

y 

do  negativa  la  x , deve  oliere  pure  negativa  la  fua-. 
differenza,  ma  crefccndo  l’ affilia  x , cala  l'ordinata  y, 
adunque  dovrà  effere  negativa  la  dy  ; per  lo  che  farà 
pure  negativo  l’elemento  dello  fpazio , farà  adunque 
effo  elemento  — ydx  , cioè  — ady  , ed  integrando  , 
— ay-hbb  , ma  quando  y Ha  — a , farà  bb  — aa  , adun- 
que l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  AEFB  farà 
= aa — ay  ; e polla  y — o , cioè  quando  egli  fia  infini- 
tamente prodotto  dalla  patte  di  Q , farà  egli  = aa  ; ed 
in  confeguenza  lo  Hello  fpazio  infinitamente  prodotto 
dalla  parte  di  Q , ma  che  principj  da  una  qualunque  or- 
dinata EF  = y , farà  = ay  . 


ESEMPIO  XI  F. 

103.  La  curva  ABF  lìa  la  Trattoria  ,(  Fi*.  20.) 
la  di  cui  proprietà  primaria  è , che  la  tangente  li  P di 
un  qualunque  punto  B , ila  fempre  collante  eguale  ad 
una  data  retta.  Si  faccia  una  qualunque  affilia  ED-x, 
l'ordinata  DB  — y , l’arco  della  curva  AB  — u , e lo_. 
data  retta  = a . Perchè  crefcendo  l’ affida  ED,  cala- 
l’ordinata  DB  , farà  negativo  il  di  lei  elemento  , cioè 
— dy  ; quindi  per  la  proprietà  della  curva  avrtino  l’e- 
quazione 
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quazione  — ydu  — a , e polio  in  luogo  di  du  il  valore 

dy 

V dx1  +-  dy1 , farà  dx  — — dy  t/  aa — yy  • Ciò  fatto,  nella 

y 

formola  ydx  degli  fpazj  porto  in  luogo  di  dx  il  valore 

dato  dall’equazione  della  curva,  avremo  — dy  s/ aa — yy, 
elemento  di  un  qualunque  fpazio  ABDE  . Ma  polla-. 
A E la  prima  delle  ordinate  = a , e col  ragg:o  E A de- 
fcritto  il  quadrante  AQM,  e condotta  BQ  parallela  ad 
MH  , poiché  DB  — EC  — y , e per  la  proprietà  del  cir- 
colo , CQ_-\/aa — yy  , anco  l’elemento  dello  fpazio 

circolare  CQA  farà  — dy  w aa  — vy  ; quindi  Io  fpazio 
CQ  A eguale  allo  fpazio  AB  DE,  e cosi  degl’ altri  , e 
per  confeguenza  lo  fpazio  infinitamente  prodotto  com- 
prefo  dalla  trattoria  ABF , dall’alintoto  EH , e dalla-, 
retta  A E farà  eguale  al  quadrante  *AME  . 

ESEMPIO  XIII. 

104.  Sia  la  fpirale  ACB , ( Fis;.  ai.)  ed  AB— a 
il  raggio  del  circolo  BMD,  la  di  cui  periferia  z:  b , un 
qualunque  arco  BD  — x , AC  — y\  farà  l’equazione 
ly  — ax  . Condotta  AF.  infinitamente  protfima  ad  AD, 
fi  a ED  = dx  , e col  centro  A fi  deferiva  l’archetto  in- 
finitefimo  CH  ; per  la  fimilitudine  de*  lettori  ACH , 

ADE 
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ADE,  farà  CH  — ydx  , e però  il  lettore  ACH,  eie- 

. 4 “ • 

1 • ' 

mento  dello  fpazio  ANCA,  fari  zzy ydx  ; ma  , per 

. ..  * * 2 a 

l’equazione  della  curva,  è y — ax , dunque  elTo  ele- 

~T~ 

mento  farà  =:  axxdx  , ed  integrando  , ax ! ( ommcfTa... 

6hb 

la  coflante , che  è fuperflua  ) farà  lo  fpazio  ACN , e-, 
fatta  x — b rifpetto  a tutto  Io  fpazio  ANB  , farà  edo 
= ab  , 

6 

Sia  l’equazione  generale  alle  infinite  fpirali  a x " = 

2 n 

b”ym , adunque  farà  — aaxm  , e la  formola  dello 

, 2 n 

’ . ’ b" 

iti  l»  4-  m 

fpazio  farà  ax m dx  , ed  integrando  , >«.7*  m , e 

1»  7# 

2&  m 4«  -t-  2 ff)Xi 

fatta  farà  lo  fpazio  intero  = mah  . 

4 ff  4-  ZI» 

E’  facile  a vedere,  che  lo  fpazio  AB  MDCN A 
terminato  dal  raggio  AB  , dall’arco  di  circolo  BMD  , 
e dalla  porzione  ANC  della  fpirale  farà  ax  — ax'  , 

T “ÀT 

perchè  egli  è eguale  al  fettore  A BMD  A meno  Io  fpa- 
zio A CN  ; ma  fe  lo  voleflimo  per  mezzo  di  formola 

dtlfe- 
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differenziale,  balla  offcrvare  , che  1* elemento  di  effo 
i'arà  il  trapezio  infinitefimo  ECHD  , il  quale  fi  fa  effe- 

re  = DE  4-  CH  X CD  , cioè  dx  +■  ydx  X a—j  - 

a a a 

aaàx  —yydx  , c ponendo  in  luogo  di  yy  il  valore  atxx 

bb 

ia 

dato  dall’equazione  , farà  adx  — axxdx  , ed  integrando 

a itb 

( animella  la  collante  fupcrflua  ) ax  ax 1 . 

a 6 bb 


ESEMPIO  XIV. 

icy.  Sia  la  parabola  ABM  (Fig.ii.)  dell’equa- 
zione ax  — yy  i c fia  AC~x,CB— y,  e la  ragione 
del  feno  tutto  al  feno  retto  dell’angolo  BCD  fia  quel- 
la di  a alla  b ; al  feno  del  complemento  , quella  di  a 
alla  /,  farà  B D = by  , C D -jy  . Sia  CH  = dx,  adun- 

a <* 

cjiie  CH  X C)B  - CH  MB,  elemento  dello  fpazio  ACB , 
e però  la  forinola  farà  bydx  , e pollo  in  luogo  di  y il 

a 

valore  dato  dall’equazione,  cioè  ^ ax  , farà  bdx  v ax , 

a 

cd  integrando  , Ebx  v~ax  , o fia_2^y  = ~ AC  X BD  , 
ommeffa  la  coflaute  fuperflua  . 

ESEM- 
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ESEMPIO  XV. 

io5.  Siala  parabola  ACM  ( Fig.  23.)  riferita  al 
fuoco  B,  la  di  cui  equazione  farà  aiz  ~dtt , clTen- 

V 2 az — aa 

do  BC  — z , CD  — da , archetto  iufinitefimo  di  circo, 
lo,  parametro  ~2.j  . Sarà  dunque  il  lettore  infìnitefimo 
BMC,  o Ila  BDC  l’elemento  dello  f'pizio  ABC  , e 
p^rò  zia  , cioè  aziz  la  formola  , il  di  cui  inte- 

2 1/  2.32  — ai 

graie  fi  trova  edere  z +•  a 1/  zaz  — ai  4*  mm  . Ma  prela 

6 

z — B A ~ -a  , nel  qual  cafo  deve  edere  nullo  lo  fpa- 
zio,  farà  mm  = o , adunque  l’integrale  compito,  cioè 

lo  fpazio  ABC  , fara  r:  z +-  a V iaz — ai. 

O 

Ed  in  fatti  dal  punto  C abbilLta  I*  perpendicolare 
CQ  ad  AQ  , lo  Ipazio  BCA  è eguale  allo  fpazio  OCA 
meno  il  triangolo  BQC,  ma  fatta  BO  = x . OC~v 

farà  QCA  QCB  zz  - X - a + xXy — xy  zz  2;n-.vX>'; 

» 6 

adunque  BCA  — za  +-  x X y , ma  per  la  proprietà  della 
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' parabola  , BC  — A £7  +-  AB  — x +-  a , cioè  z — x +-  a , 

cd  y — V aa  +-  ux  zz  1/  2az  — aa  ; foflituiti  adunque  in_ 
luogo  di  x , ed  y quelli  valori  , troveremo  BC  A zz 

7,i  +-  x X y — j +-  z \s  2 az  — aa  , come  l'opra  . 

1 ó 6 

ESEMPIO  XVI. 

107.  Se  la  quarta  parte  AC(Fig.  24.)  della  periferia 
di  circolo  s’intenderà  didefa  nella  retta  ( ac),  e prela  una 
qualunque  porzione  (,j?)  eguale  all’arco  A E , fi  alzi 
normale  ( rd ) eguale  al  feno  retto  DE  , la  curva  (at), 
che  patterà  per  tutti  i punti  ( d ) cosi  determinati,  fi 
chiama  la  linea  de’  feni  retti  . Prodotta  (ac)  onde  fia_. 
eguale  alla  femicirconferenza  del  circolo,  la  curva  ave- 
rà  un’altro  ramo  al  di  là  di  (et)  fimile  , ed  eguale* 
al  primo  . 

Sia  il  raggio  zzr  , un  qualunque  arco  AE—.x—(ae)i 
il  corrifpondeitte  leno  D Ezzy-(cd)  ; poiché  il  differen- 
ziale , o fia  la  fiuttìone  dell'arco  e [pretta  per  mezzo  del 
feno  fi  trova  eflere  rdv  , avremo  dx — rdv  , 

l ''rr — yy  v rr — yy 

equazione  della  nolìra  curva  . La  formola  adunque  ydx t 
follitujto  il  valore  di  dx , larà  rydv  , ed  integran- 
te rr  ■ — yy 

do. 
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do  , — r Krr — yy  -mi;  mi  polla  y — o , viene  w — rr, 

dunque  l’integrale  compito  è rr  — r i / rr — yy  — allo  Ipa- 
zio  ( aie  ) , e fitta.  y — rt  farà  rr  = allo  fpazio  totale-. 
(atc)  . Quindi  fatto  il  quadrato  TH  del  raggio  , e pro- 
dotto il  feno  DE  in  M , lo  fpazio  (ai e)  farà  eguale  al 
rettangolo  DH,  e lo  fpazio  totale  (are)  eguale  al  qua- 
drato T H . 

ic8.  Gli  addotti  efempj  poiTono  ballare  per  fare 
ufo  del  metodo,  rimane  folamente  d’avvertirfi  , che_. 
molte  volte  le  equazioni  delle  curve  , gli  fpazj  dello 
quali  fi  vogliono  quadrare  ( c ciò  s’intenda  pure  rilpet- 
to  alle  rett  ficazioni , quadrature  di  luperficie  , e cuba- 
ture ) poiTono  edere  tali  , che  non  abbiano  le  incogni- 
te fe parate , nè  fi  portano  feparare  colla  fola  divifione, 
ed  in  confeguenza  non  fiano  addattabili  alle  forinole  . 
Tale  farebbe  la  curva  a?’-*-/’  = axy  . 

In  quelli  cali  bilogna  valerli  di  qualche  congruo 
fofiituzione,  per  mezzo  di  cui  l’equazione  fi  trasformi 
in  un’altra,  in  cui  fieno  fcparate  , o feparahjli  le  inco- 
gnite . Ma  non  fi  può  generalmente  definire  , qualo 
foitituzione  debba  farfi  ; bifognerà  avere  pratica , e pro- 
varne molte  per  ottenere  , quando  fi  poiTa  , l’ intento  . 

Rifpetto  alla  propolla  *•'  -t-y'  — axy.  Si  pongo 
y = axx  , c fatta  la  fofiituzione  , farà  l’equazio- 
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nc  .v'  +-  a*x*  — aix'  , cioè  .v'  n aaz* — z*  . Differen- 


ziando adunque  , xxdx  — ^az'dz  — tz'dz  ; quindi 

3T 

prefa  la  formola  degli  fpazj  , cioè  ydx  , poiché  per  la 
fofiituzione  è y — ax x , farà  e(Ta  formola  axxdx  , e_» 

zz  zz 

foffituendo  in  luogo  di  xxdx  il  valore  ritrovato 
4-mz  'dz — 6z'dz  , farà  ydx  — qaazdz — <Sz‘  dz  , ed  inte- 
3 a1  . Sa1 

grando  Cydx—d  zz  — z + ; e redimendo  in  luogo  di  zz 

^ ira 


il  valore  axx 
y 


farà  finalmente  J'ydx—iaxx 


iy 


x*  . 
*yy 


ESEMPIO  XVII. 

109.  Sia  la  curva  a' xxyy  — x*  — a*yt,  di  cui  fi 

voglia  lo  Jpazio  . Pongo  y — xx  , e 1’  equazione  fi  tras- 

2 

formerà  in  quell’ altra  a'z  — x'z'  — a‘ , da  cui  fi  rica- 
va x — a \/  aaz  — a ' , e però  dx  — a' dz  — 

z 

3zX  aaz  — a * * 

OdZ 
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t 1 

adz  X aaz  — ? , ed  y - aa  X aaz  — a1  ; ; quindi  a- 

zz  z ' 

vrerao  l’elemento  dello  fpazio  , cioè  ydx  — a' dz 

31  ♦ 

a'dz  X aaz  — a1  - asdzr-2a'dzt  e però  integrando 

z * ~ ~ - z'  sz* 

/ydx  — — as  +-  za' , e redimendo  in  luogo  di  z il  fuo 

4z4  9Z ’ 

valore  xv , farà  — a'y4  +-  lo  fpazio  ricercato  . 

y 4*k  9* 4 

A queflo  propofito  lì  potrà  vedere  il  metodo  del  Signor 
Craigio  nel  fuo  libro  : De  Calculo  fiuentium  • 


Della  rettificazione  delle  Curve  . 

ESEMPIO  XVIII. 

• » *•  • 

' » 

no.  Sia  da  rettificarli  la  parabola  apolloniana-  , 
cioè  da  ritrovarfi  una  retta  linea  eguale  ad  un*  arco 
qualunque  della  della  parabola  , la  di  cui  equazione  Ila 
ax  = yy  . Differenziando  farà  adx  — 2 ydy  , e dxx  — 

4yydy 1 • Ma  la  formola  per  la  rettificazione  è \/dxx  +-  dy: , 

a a 

adun- 
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adunque  foftituendo  in  quella,  in  luogo  di  dxl , il  va- 
lore darò  dall*  equazione  differenziata  , farà  i / dxl+-  dy 1 ~ 
v 4 yydy  ‘ +-  aady 1 = dv  \s  4 yy  + aa  , elemento  per  la  pa- 

a a 

rabola  apòlloniana  ax  —yy  . PalTando  alle  integrazioni, 
fatta  la  foflituzione  di  \/ <\yy*-aa  - ly  a-  z,  a fine  di  le- 
vare il  radicale  , troveremo  eflerc  dy  v 4yy  +■  aa  — 

a 

— ti'  dz  — adz  — zdz  , il  di  cui  integrale  fi  vede  effe- 
Sz ’ 4z  Sa 

re  in  parte  algcbraico  , ed  in  parte  logaritmico  , e pe- 
rò la  rettificazione  della  parabola  dipende  dalla  quadra- 
tura dell’ ipei boia  , la  qual  verità  in  quell*  altro  modo 
pure  fi  feorge  . Sia  l’iperbola  equilatera  ADE  ( Fig.  25.) 
coi  femiafli  = a , BC  — x dal  centro  , CD  — iy  , la  di 
cui  equazione  farà  xx  — aa  — 4yy  . Condotta  GE  infini- 
tamente profilma  ad  HD,  farà  HGED  l’elemento  del- 
lo fpazio  A D HB , ma  H G E D fi  fa  efiere  ìdy  1/4 yy  +■  aaì 
che  è la  ftefia  forinola  della  rettificazione  della  parabo- 
la, a riferva  del  denominatore  collante  a , dunque  ec. 

2 

Per  mezzo  della  ferie  . Prendo  la  fopra  fcritta  for- 
inola per  la  rettificazione  della  parabola,  Q\obdyvqyy+  aa, 

m 

la 
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la  quale  ridotta  in  ferie  farà  = dy  +•  2 vyJy  — 2 y*dy  +. 

aa  a* 


4 y‘dy — ioyMy  ec. , ed  integrando,  J dv  1/  qyy  ■*-  aa  , 
a‘  a * a 

cioè  l’arco  qualunque  =^4-2y'  — iy  > 4v  T — ioy»  ec. 

3.24  Ju+  7j‘  jm* 


Se  nella  formola  generale  1 /dxz+-dyl  in  vece  di 
foftituire  in  luogo  di  dx  il  valore  dato  per  y dall’equa- 
zione della  curva,  fortituiremo  in  luogo  di  dy  il  valore 

dato  per  x , farà  effa  dx  y 4w  a-  aat  o fia  dx  y 4.v*  + ax , 

y à,ax  lx 

!a  quale  non  è punto  più  trattabile  dell’  altra  . 

Se  la  parabola  non  folle  l’apolloniana  , ma  la  fe- 
conda cubica  , la  di  cui  equazione  è axxzzy'  3 diffe- 
renziando farebbe  dx 1 = pydy 1 , e però  la  formula.. 

4« 


yJx1  4-  dy1.  — dy  ,/ 9V +-  44  » >1  di  cui  integrale  farà 
Y 4*  "_ 

pay  +-  4,7 a y 9ay  +-  444  +-  w ; ma  porta  y — o , farà  m ~ 

xyaa 

— 8 j ; adunque  l’integrale  comp’to  , cioè  la  lunghezza 

17  ______  

dell’arco  farà  gay  +■  4 44  y 9uv  +-  444  — 8a  . 

xyaa  27 

Se  nella  parabola  apolloniana  A DM  ( Fig.  26.) 

farà 
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farà  AC  — at>  e fi  prenda  una  qualunque  CK  = yt 

fi 

il  parametro  — 97,  farà  A K—4  ; +•  y , K M—  41.14-  9.jy, 
4 V '4 

onde  l’ elemento  dell'area  MKCD  farà  dy  ^/^ut-pay, 

’ 4 

che  è lo  licito  dell’elemento  della  lunghezza  della  fe- 
conda parabola  cubica  , a riferva  della  collante  a , e_» 
però  la  rettificazione  di  quella,  e la  quadratura  di  quel- 
la è la  flelTa  cofa , onde  perchè  quella  è algebra'camen- 
te  quadrabile  , quella  è algebraicamenre  rettificabile^  . 
Quindi  generalmente,  fe  l’ efpreltione  dell’elemento  di 
una  qualunque  data  curva  divifo  per  la  differenza  dell’ 
incognita  lì  porrà  per  ordinata  , e la  incognita  per  l’af- 
filfa  , onde  nafea  una  nuova  curva , la  quadratura  di 
quella  ci  data  la  rettificazione  della  curva  data  . 


ESEMPIO  XIX. 


ni.  Sia  il  circolo  AEM,  ( Fig.  27.  ) AM  diame- 
tro m a , AB  — * c , fata  B F — y — \/ ax — xx  ; adun- 
que dy  ~ 7 adx  — x.ix , dy 1 = 7 aadx 1 —.7 xdx1  4-xxdx 1 , 


ax  — xx 


ax  — xx 
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e però  FH  elemento  della  curva  =:  V dx*  dy*  ~ 
adx  , e riducendo  in  ferie  , farà 


15*  1 dx 


X V'  ax  — xx 

- — - - 1 
a 1 x * dx  +-  x 1 dx  4-  3 x 1 dx  4- 

2 J,  _y 

iXw‘  2X2X4’1  iX2X4Xtf«  1 

— _I  1 ~ 

105*  * dx  ec. , ed  integrando  , farà  a 1 x * +- 

* • 7 

2X  2X4X*  X8a  » 

11  7 

* 1 4-  3*  1 4-  4- 


2X3«l  *X4X5«4 

105*  » 


2 X4X«X  la 


ec.  ; o pure  effendo  dx 2 — dy *Xax  — xx  , 


- a.?  — <7*  +-  xx 
4 


2X4X  «X8Xpal 

cioè  ( foflituendo  yy  in  luogo  di  ax  — xx  ) dx1  — 
yydy*  ; pollo  quello  valore  in  luogo  di  dx 1 nella-. 

~aa—yy 

formola  generale  , farà  erta  i/  dx 1 4-  dy 1 = ady  , 


2 . /aa—yy 

* 4 

che  ridotta  in  ferie  fi  trova  eflfere 
=:  dy  4-  2 yydy  4-  6y+dy  4-  207 6 dy  +-  70 y*  dy  ec.  , ed  inte- 
a*  a 6 a * 

o grando , 


«a 
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grando  , farà  finalmente  1* arco  AF  — # 

y +■  zy'  -i-  6y'  +■  20 y7  +-  7°V*  cc* 

333  53*  7<j*  pa* 

Che  fe  il  raggio  fotte  fiato  = a , farebbe  la  ferita 
y +■  >’  +-  37’ +■  »5>7  +* 


2X333  2X4X53* 

105^  ' ec. 


2X4X«X7*‘ 


2X4X6  X 8 Xp3* 

E fc  finalmente  farà  DB  — x , D ^ raggio  = a , 
farà  y n \/  aa  — xx  , e dy  — — xdx  , adunque.» 

1/  33 — x# 

1 'diF+^dp  = adx  , e riducendo  in  ferie  , farà 

Kàa — xx 

adx  = dx  4-  xxdx  t-  3x4ix  +•  ifx*dx  +• 


2 33  lX44+  2X4Xtf3‘ 


l''  33 XX 

iojx’dx  ec. , ed  integrando  , farà  l'arco  EF  =: 
2 X 4 X 6 X 83  • 

X4-  X1  +• 


3XS 


1 fx7 


2X3<J3  2X4X53* 

ioyx»  ec. 


2X4X6X73' 


2X4X6X8XP3’ 


ESEM- 
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ESEMPIO  XX. 


il 2.  Sia  l’elliflì  ADC t ( Fig.  28.  ) femiafTe  tras- 
verso AB  — at  femiafTe  coniugato  BD  = b , ££  = # , 
£0  —y  , farà  l’equazione  aryy  — • aa  — xx  , e però 

~b 

ydy  — — bhxdx  , c dy1  — bbxxdx 1 » e la  forinola 

14^  » - * 

Ad  X — XX 

generale  ^dxl  +-  dy1  =*  J dxx  +•  bbxxdx * = 

a4  — aax* 

- 

d#  1/  a 4 — a a*  # +-  bbxx  . 
a V ai — xx 

Se  in  luogo  di  foflituire  il  valore  di  dy  dato  per  * 
dall*  equazione  , follituiremo  il  valore  di  dx  , farà 

I / dx*  -t-  dy1 dy  1 s aayy — bbyy-t-b*  . Ma  e l’una  , e_» 

b V bb  — yy 

l’altra  delle  due  ritrovate  efpreftìoni  manca  di  una  delle 
condizioni  del  num.  38.  ,fenza  di  cui  fi  è veduto,  che  quelle 
formule  non  fi  pollono  liberare  dai  fegni  radicali,  e prepa- 
rare per  l' integrazioni . Adunque^  per  palfare  alle  ferie, 

u 2 pren- 
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prendo  una  delle  due  forraole  , per  efempio 

dx  v a 4 — aaxx  +-  bbxx  f la  quale  fi  efprime  con  l'equi- 
a k a a — xx 

valente  dx  J 1 +■  bbxx  , e quella  ridotta  in  ferie 
' a 4 — aaxx 

farà  = dx  +*  bbxxdx  — ~b*x*dx  ^ 

aaXaa-xx  a'Xaa-xx* 

j-6bsx*dx  — ~ b’x'dx  ec. , e**riducendo  in 

~~  T -4  ‘ 

a ‘ X aa  — xx  a ' X aa — xx 

oltre  in  ferie  ciafcun  termine  di  quella , cominciando 
dal  fecondo , farà 

dx  ^ / 1 4-  bbxx  ~ dx  

a* — aaxx  4-  bbxxdx  X i + xx  ■+■■  x^  x*  ec. 

aa  aa  a 4 a ‘ a ' 

— ~b*x*dx X i +-  2yy  4-  -t-  4*^  CC. 

~"a*  a*  a<>  <»*  fll° 

+-  ‘ x*dx  X 1 +■  3**4-  <***  4-  iox‘  ec. 

' "T7”  a*  a-0  aii 

. ■ i . , j - 

— b'x'dxX  1 4- 4*-A?4-IOAr  + 4-  20.v‘  ec., 

1X0  . , r __  - ■ - 

. a1  a * a”  a"  a'* 

' . ed 
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ed  integrando  , farà  I* arco  DO  , cioè 

Cdx  W i +-  bbxx  = x 
^ a 4 -aaxx  .li. 


76V 


^L'X 


— ^b'X 

I *&_ 

a* 


<5.<  ' 


4oa‘ 


*'  4 

■ x * 

+-  X 1 

+-  x*  ec. 

5-j« 

la*' 

la* 

9 a* 

xf  +-  ix 7 

4-  3**4-  4*^' 

5 a * 

la* 

p<j'  Ita10 

1 

x 7 

+-  3A?'  +■  <Jx,M 

la* 

9al  11  a'* 

• 

x 9 +-  4»”  ' 

• 

• 

pa1  ila10 

1 ftefia  deuominazionc  i ter- 

> DO 

— 

4-  8 a‘ 

'hb  — 

4 aab 

*+  i‘X^7+- 

1 12  a 

II 

1 

-<b* 

X x» 

ec. 

Che  fe  vo- 

9 X «8a 14  . 

gliifi  fupporre  a = b , «nel  qual  cafo  l*  ellilTt  diviene.* 
un  circolo  , farà  l’arco  DO-x  4- 3*s  +•  5*7 

6aa  40  a*  ma* 
55A;»  ec.  appunto  corpe  fopra  al  num.  in.  . * 


9 X 


In 
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In  altra  maniera  ancora  . NeHa  formoli 
dx\^a* — aaxx+~bbxx  fi  faccia  bb  — aa  — — re,  onde* 
a v aa  — xx 


fia  dx  4 — ccxx  ; rifoluti  in  ferie  i due  radicali , farà 


a ^ aa  — xx 


dx\/a*  — ccxx  — dxX  aa — ccxx — e 4 *4  — e*  x * — 5 c*x'  CC., 

7 17  8»‘  1<ia"  'l8-* 

a — xx  — *4  — x*  — 5**  ec- 
' 2j  8a'  ita’  128^» 


e facendo  attualmente  la  divifione  del  numeratore  per 
lo  denominatore  , dopo  un  llmghiffimo  calcolo  trove- 
remo un’ altra* ferie  , la  quale  integrata,  e redimito  in_ 
luogho  di  cc  il  fuo  valore  , ci  darà  la  mcdelìma  ferie 
di  fopra,  che  efprime  il  valore  dell'arco  DO. 


ESEMPIO  XXL 


1 1 3.  Sia  1*  iperboli  BD  , ( Fig.  29.  ) femiafle  traf- 
verfo  AB=o,  femiafle  conjugato  AE-b , CD—yt 
AC—x , farà  l'equazione  xx  — aa  — qjyy  -r  adunque.* 

1 bb 

differenziando  farà  dx  — % aydy  , on- 

. — — * 

b V'  b b +■  y y 

de  . 
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d c\sdxx+dy%=dy  i +_aavy_  — dv  ^ bbyy  +-  aayy  b*, 

b'  + bbyy  b vbb^-yy 

e però  ridotta  quella  in  ferie  o nell’ una,  o nell  altra 
maniera  ufata  intorno  all*  elliffi  9 troveremo  e fière  il  fuo 

integrale , cioè  l’ arco  BD=y  +•  gay'  — 4 aabb—a*Xy'  +■ 

6b*  40 bl 

Sgab*  + 4a*bbTlSXy7—*4Mb*--tfa'b'--24a‘bb--5ar 

II2Ì"  9 X I2$b,s 

che  è la  flefià  ferie  dell'ellifli,  a riferva  de*  fegni , o 
della  mutazione  delle  veci  delle  collanti  a , b - 

• - * • 

ESEMPIO  XXII. 

11 4.  Sia  la  cicloide  dell*  Efempio  Vili,  delle  qua- 
drature , ( Fig.  16.  ) la  di  cui  equazione  fapiamo  edere 

dy = dx  1/  a — x ; adunque  farà  la  forinola  t s'dx'-t-dy1  — 

vx  

dx  V a , e però  integrando  , farà  1* arco  FA  = 21 / ax  — 

V x 

al  doppio  della  corda  AS  del  corri fpondentc  arco  di 
circolo  ASt  e polla  x — a , farà  AM  doppia  del  dia- 
metro del  circolo  generatore  , e però  tutta  la  cicloide 
quadrupla. 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXIII. 

11 5.  Sia  la  trattoria  ABF , ( Fig.  20.)  la  di  cui 

equazione  ( nura.  103.  ) è — ydu~a\  dunquerfwr: — adyt 

~dy~  7* 

ed  integrando,  un  qualunque  arco  AB  — ti  — — ly±.n 
nella  logaritmica  della  fottotangente  za;  ma  fatta  « = o, 
t y — a t e 1 y — o , dunque  n — o , e l’integrale  com- 
pito farà  u — — ly  . Se  pertanto  con  la  fottotangen- 
te A E,  per  lo.punto  A , all'afintoto  MH  fi  deferiva  la 
logaritmica  AKS , prefo  un  qualunque  punto  B nella., 
trattoria  , e condotta  alla  logaritmica  la  BK  parallela- 
all’afintoto  , ed  abbacata  la  normale  KN t l’intercetta». 
NE  farà  eguale  all’arco  AB  . 

* r t • _ 

ESEMPIO  XXIV. 

11 6.  Sia  la  fpirale  d’ Archimede  ACB  del  num. 
104. , ( Fig.  ai.  ) il  raggio  del  circolo  = a,  la  circonfe- 
renza m b , l’arco  BMD  — x , AC—y.  Sia  A E infi- 
nitamente proflìma  ad  AD  , e però  DE  — dx  . Col 
centro  A fia  deferitto  l’arco  CH , farà  CH  = ydx , 

* 

ed 
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ed  OH=dy;  adunque  fari  CO  l’ elemento  della  cur- 
va — i/yydx1  +-  aady1  , mi  l*  equazione  della  gurva  è 

a .»  > • 

dx  = by  , e però  dx1  r:  bbdy * ,.onde  , fatta  la  fodituzio- 
ne  , farà  CO  z:  dv  Ka*  +-bbyy  , il  di  cui  integrale,  do- 

aa 

po  un  lungo  calcolo  , che  ommetto  per  brevità  , trove- 
remo dipendere  da’ ‘logaritmi , o fu  dalli  quadratura-, 
"delh'perbola . 

Per  mezzo  delle  ferie  . Faccio  in  primo,  luogo 
a‘r  — bbmmt  onde  la  forinola  Ila  quelli  bdv  v/mm+-yy  , 

* • aa 

che  ridotta  in  ferie  è ~ 

blyXm-i-yy — y'  -t-  y‘ — 5v‘  ec. , e però  iute- 

> aa  im  8«’  i<S;« 5 128»1  ..  , r ■ 

grando  , cioè  Parco  C fari  ~b  nv  +■  bv'  — by  ' 

• «■  ~ j,  * " v 

aa  ojam  40  a. un' 

by1  — $hy*  • ec.  , e fatta  y = a ,*farà#tutt.L. 
H2a<3w‘  9X  iÌ8aattt7  i-. 

lacurva  ACB—bm-^Va — a'b  + a'b  — ^a7b  ec., 
a 6m  40/»'  ii2>»5  9X128 ,n7 

A ^ _ 

cioè  rellituendo  in  luogo  di  m il  valore  aa  s AC  B — 

~ 

a +-  bb — b * +■  b « — 5&'  ec. 

~6a  40 u’  ino»  9 x h8j7 

* Se 
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Se  la  curva  folTe  la  logaritmica  fpirale  ABC  , 

( P/g.  30.  ) la  di  cui  equazione  ady  — bdx  , chiamando 
• RB—y , e l’archetto  infinirefimo  BD  — dx  t porto  nella 

formoia  generale  Vdx'-^dy1  il  valore  di  dx  dato  dall' 

equazione*,  farà  erta  dy  1 /aar-bb,  ed  integrando  , la_ 

b • 

curva  AB  — y V aa-y-bb  . , 

T • . 

Sia  la  curva  ABC  la  fpirale  iperbolica  , in  cui  la_. 
fotrangente  deve  fempre  edere  cortante  , e però  l’equa- 
zione/denominando  come  fopra  , ydx  — ady , farà  dun- 
que ir  dx 1 +-  dy 1 z:  dv  v aar-yy  ; l’integrale  della  qual 
y 

formoia  , I berata  che  da  dal  fegno  radicale  , trovere- 
mo dipendere  dalla  logaritmica  . 

Per  mezzo  della  ferie  troveremo  dy  iraa-*-yy  = 

■ , - . . v 

ady  +•  ydv  '-—y'  dy  +-  ys  dy  — 5y7dy  ec.  ; ma  volendo  paf»  , 

y *2a  • .Sa’  1 da'  1283 7 • 

fare  all’ integrazioni , il  primo  termini  non  è integra- 
bile , fe  non  per  mezzo  d’ un’  altra  ferie  infinita  ; adun- 
que la  fomma  della  fopraferitta  ferie  integrata , eccetto 
il  primo  .termine  , con  l’integrale  della  ferie,  chtf  eipri- 
me  erto  primo  termine  , formerà  una  ferie  , che  farà 
il  valore  della  proporta  curva  . 

ESEM- 
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ESEMPIO  XXV. 

• — • ’ 

117.  Sia  la  logaritmica  HBD  , ( Fìg.  rp.  ) AB 

fottangcnte  ~at  AK  — x,  KH  — yy  e l’equazione-» 
adv  = dx.  Pollo  nella  formola  generale  il  valore  di  dx, 

y * 

farà  dy  1/  aa  +•  yy  , il  di  cui  integrale  dipende  dalla-. 
y 

fleflà  logaritmica.  Ommetto  l’ufo  delle  ferie,  che  àb- 
baflanza  s’è  veduto  ne’  fuperiori  Efempj  . 

• ' , 

ESEMPIO  XXVI.* 

' • .7  * . .4  . . 

• • 

/ • •'  * * 

11 8.  Sia  la  parabola  apolloniana  con  le  coordina- 
te in  angolo  obbliquo  dell’equazione  ax—yy.  D.tferen- 
ziata  quella  , e follituito  niella  fdtmola  generale  delle 
rettificazioni  , quando  le  coordinate  fono  in  angolo  ob- 
bliquo , cioè  nella  formola  1/ dxx  +■  dy1  +-iedxh  , in_* 

M 

luogo  di  dx  t e di  dx1  il  loro  valore  dato  per  y , fi 

t « , i • * '*  * • • *»  * 

avrà  ìdy  Vyy  +-  aey  +-  aa  , il  di  cui  integrale  è in  pane 

a m / ' 4 • 

algebraico , ed  in  parte  dipende  dalla  quadratura  dell’ 
iperbola . . 


x 2 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXVII. 

uy.  Sia  l’equazione  x*  — y alle  infinite  parabole, 

T — . 

ed  alle  infinite  iperbole  fra  gl’ afintoti.  Differenziando 
farà  x(—  1 dx~dy y ed  xu~  '~dx*  — dyl  yon dei^dx1  +•  dylt 

elemento  della  curva  , — dx  xlt~l +•  i . PafTando  all* 
irttegrazioni , per  valermi  del  metodo  del  num.  6 i.  ef- 
pongo  la  forinola  nel  Tegnente  modo  dx 

— i 

Xu~  * 

La  formolà  canonica  x a dx  del  fuddctto  numero  è 

• m 

xm  + am 

integrabile  algebraicamente  quando  fia  r — >«+■«  nu- 

m 

mero  intiero  afferma’tivo  ;.e  fe  fia  intiero  negativo , fi 
ridurrà  alle  note  femplici  quadrature  . Paragonando 
quella  forinola  dx  con  la  canonica,  fi  à 7>=o, 

Xu~*4-  i * 

2t  — 2 = w,  a — all’unità;  per  Io  che  converrà,  che 
fia  x — 2r  4-  a numero  intiero  , che  chiamo  h , dunque 

• lf  _ X 

i — ìt  +-  2 , cioè  3 2 1 — b , e confeguentemen- 
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te  3 4-  ih  — t , efponente  deternfinatore  delle  curve  in- 
2 4-  2j b 
finite  . 

Sia  b numero  pofitivo  intiero , principiando  dal  nul-* 
la  . Se  h — o , farà  t — 3 ; fe  b — 1 , farà  t — 5 ; Ha  b 

*•  4 

qualunque  numero  della  ferie  de’  numeri  naturali  o , 

1,  2,  3^4,  5,  6 ec.  , faranno  efpreffi  gl*  innumerabili 

' 1 

valori  dell’  dponenie  t dalla  fegudnte  progreflìono 
tzz  3 , 5,7,9,  ir  ec.  L’andamento  della  ferie  è ma- 

x 4 6 8 10 

nifeflo  , ed  in  tutti  quelli  cali  le  curve  paraboliche  fo-  . 
no  algcbraicaihente  rettificabili , e la  prima  di  elfe  c 
la  feconda  parabola  cubica  . • . 

Sia  b eguale  ad  un  numero  intero  negativo , ed 
in  primo  luogo  fia  b — — o , torna  in  campo  la  fecon- 
da parabola  cubica  , equivalendo  — o al  4-  o ; fia_. 
h — — 1 , l’ efponente  t diventa  eguale  ad  1 , e di  con- 

O 

feguenza  infinito  ; fia  n~- — 2 , farà  t — 1 ; fia  h ~ — 3 , 

X 

farà  t—  3 , e così  di  mano  in  mano,  e gl’infiniti  va- 
4 

lori  dell’ efponente  t faranno  efpreflì  dalla  progrefiìone 
t — 1 , 3 , 5 , 7 , 9 cc, , e le  curve  parabolice  indi  na- . 

T T “ 8 ~ * 

feentr  rettificabili  per  via  delle  note  quadrature  . 

* - La 
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ba  prima  carva  , che  ci  fi  affaccia,  è la  parabola- 
conica,  la  di  cui  rettificazione  richiede  ( num.  no.  ) la 
quadratura  dell’  iperbola  . 

L’altro  calo  , in  cui  la  formola  generale  del  num. 
61.  , o è integrabile  algebraicamente , o per  mezzo  del- 
le note  quadrature  , è che  u — i — i — » fia  numero 

m m 

intero , cioè  , foflituendo  le  fpezie  particolari  di  queflo 
efempio  , — 3?  +-'2  = b , e però  2 4--2 b — f,  efponentc 
2 1 — 2 3 -t- 2 h 

determinatore  delle  curve  infinite  . 

Sia  h numero  intiero  pofitivo  , principiando  dal  ze- 
ro , areremo  la  feguente  progrelfione 

* t"  - 12  ec* 

1 s 7 9 1* 

Sia  h intiero  negativo  , ed  in  primo  luogo  fia— 
h — — o , torna  m campo  lo  fteffo  efponente  t — 2 , 

j 

equivalendo  — o al  +■  o ; fia  h = — 1 , l’ efponente  t 

diventa  eguale  alla  frazione  o_,  e di  confeguenza  nullo; 

. 1 

fia  h — — 2 , b — — 3 ec. , averemo  la  feguente  pro- 
greflìone  t — 2 , 4 , ^ » JS.»  ec. 

j 1 5 7 9 

ha  frazione  , che  dà  il  valore  dell’ efponente  deter- 
minatore t , è la  lìeffa  nell’uno  , e nell’altro  cafo  , folo 
che  nel  fecondo  è inverfa  del  primo  , dal  che  doveva- 
no 


* 


« 
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no  nafcere  , come  di  fatto  fono  nate  inverfe  le  prò- 
greflìoni  ; le  curve  adunque  fcoperte  per  mezzo  dtll’ 
una,  e dell’altra  formula  fono  le  naedcfime,  ma  con_. 
gl’efponenti  inverfi  , -vale  a dire  riferite  a due  affi  dif- 
ferenti ; a cagion  d’efempio  i due  efponcnti  1 , 2 ap- 

* 1 

partengono  alla  parabola  apolloniana  , ch$  in  due  ma- 

I 

niere  ci  fi  prefenta  x x ~ y , vale  a dire  x — yy  ; ed  in 
oltre  xx  —y  , equazione  locale-ai  trilineo  parabolico. 

Quelle  curve  pertanto  , che  fono  inchiufe  nelle_* 
premeffe  progreflìoni , o fono  integrabili  algebraicamen- 
te  , o non  efiggono  quadrature  oltre  il  circolo,  e I’i- 
perbola  ; ma  le  altre  infinite  richieggono  tetragonifmi* 
più  alti . 

Dalle  nofire  progrefiìoni  appare , che  il  valore., 
dell’cfponente  t non  è mai  negativo,  onde  -neffuna_. 
iperbola  non  ammette  rettificazione  nè  algtbraica,  nè  di- 
pendente dalle  mentovate  più  femplici  quadrature  . 

» 

Delle  Cubature . 

, , , • • , 

* / 

ESEMPIO  XXIII. 

120.  Sia  il  cono  retto  ACGKA-,(Fig.$i.)  AB -a , 
* BC—bt  una  qualunque  porzione  A D dell’ affé  AB  fia  =*, 

* farà 
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farà y , cioè  DE-bx_t  e però  nella  forinola  generalo 

a 

cyydx  foflituito  quello  valore  in  luogo  di  y , farà  ellà_»  • 

X* 

cbbxxdx  , ed  integrando  cbbx'  , rifpetto  ad  una  qualun- 

i»sr  Laar 

que  porzione  prefa  dal  vertice  ( omtnefTa  la  collante-» 
fupeiflua  ) , è fatta  x = a , farà  tutto  il  cono  ACGKA= 
cbba  ~ cbb  x a , cioè  eguale  al  prodotto  della  bafe  nel- 

6r  ir  l „ • 

la  terza  parte  dell'altezza. 

E perchè  la  folidità  de'  cilindri  è il  prodotto  della  • 
bafe  nell’altezza  , farà  il  cilindro  al  cono  infcritto  , co- 

* me  3 ad  i.  . 

Il  cono ’^CG K A è adunque  = cbba  , ed  il  cono 

6r 

JlF.MP  — cbbx 1 , adunque  il  frullo  di  cono  IMCK 

t aar 

farà  ebb  X x*  » e Per&  a tutto  51  cono  neIIa 

ct  “a 

ragione  di  a’  — x’  ad  onde  fe  per  efempio  faremo 
— — farà  il  frullo  a tutto  il  cono,  come 

at a>  j ; cioè  come  7 , 8 , ed  al  cono  AEMPI , 

• ir 

come  7 » 1 • 

Ogni  qual  volta  però  fi  penfa  a mifurare  qualche.» 
jfolido  , fa  di  mellieri  confiderare , di  quali  elementi  in-* 

. ten- 
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tendiamo , ch'egli  fia  compollo  giuda  le  differenti  le- 
zioni , che  poffono  adoprarfi  , tornando  in  acconcio  ora 
l'una,  ora  l’altra  fecondo  le  circollanze  ; indi  fra  i 
fuddetti  elementi  fcegliere  quelli , che  con  maggioro 
facilità  poffono  maneggiarfi  , ed  a’  quali  più  natural- 
mente il  calcolo  s’adatta.  Nel  cono  retto,  per  efem- 
pio , di  cui  fi  tratta , vi  fono  tanti  circoli  paralleli  alla 
bafe  ; ed  oltre  ciò  tanti  triangoli , che  anno  comune  il 
vertice  con  quello  del  cono  , e per  bafe  le  ordinato 
parallele  del  circolo  CGK;  fi  può  ancora  tagliare  il 
cono  con  tante  parabole  fra  loro  equidiftanti , e coio 
gl’  affi  paralleli  al  lato  AK  , cd  altre  molte  fezioni  pof- 
fono farli . 

Egli  è bensì  vero  , che  per  ritrovare  la  folidità  del 
cono  si  fatti  mezzi  devono  riputarli  fuor  di  propofito, 
e troppo  compolli  per  lo  propollo  cafo  ; ma  fi  potreb- 
be proporre  di  tagliare  il  cono  , o altro  folido  con  un 
piano  qualunque , cd  indi  mifurare  i due  pezzi , in  cui 
egli  è divifo  , ed  in  quello  cafo  conviene  far  ufo  di 
quelli  elementi , che  a tale  fezione  corrilpondono  , co- 
me fi  vedrà  ncgl’efempj  37. , e 38. 


y 
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ESEMPIO  XXIX. 

ni.  Sia  il  femicircolo  CD  K , ( Fig.  31.)  cho 

s’aggiri  attorno  al  raggio  immobile  DB  , onde  produca 

un’  emisfero  , e fiiDEru,  DA—  x t farà  A E — y — 
• _ 

1/  2jx  — xx  . Soflituito  adunque  quello  valore  nella  for- 
inola generale  , farà  ella  cdx  X ìax  — xx  , ed  ime- 

ir 

grando,  farà  la  folidità  del  fegmcnto  indefinito  AEM  — 
•$caxx  — ex' , c fatta  x — a , farà  la  folidità  dell'emisfe- 

tr 

ro  12  c a ’ , ed  il  doppio  2 ca  * tutta  la  sfera  . 

3 r ìr 

E perchè  il  cilindro , la  di  cui  altezza  eguale  «1 
diametro  della  bafe  Pian  ia,  è zz  c a'  , farà  il  cilindro 

r 

circofcritto  alla  sfera  inferma  , come  c<»5  a 2 ca’:: 

r ir 

3 , 2 , ed  in  confeguenza  nella  ftelTa  ragione  la  metà 
del  cilindro  all’emisfero.  Ma  il  cono  pure,  la  di  cui 
altezza  eguale  al  raggio  della  bafe  fia  = a , raggio  della 
sfera  , c —ca^  , adunque  farà  l’emisfero  al  cono  in- 

6r 

fcritto,  come  2,1. 

• » la 
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In  oltre  eflendo , come  è noto  , = K $aa  il  raggio 

* 

della  bafe  del  cono  equilatero  Infermo  nella  sfera  , il 
di  cui  raggio  fu  — a , ed  eflendo  l’altezza  di  eflo  = 3 a, 

1 

farà  il  cono  ==  9C a • , e la  sfera  farà  = ica  * ,•  e però  la 

48  r jr 

sfera  al  cono  come  2,9,  *cioè  , come  32  al  9 . In_. 

3 48 

fimil  modo  fi  poflono  dimortrare  quanti  teoremi  fi  vo- 
gliono d’ Archimede  in  quello  propofito . 

E’  chiara  la  maniera  di  avere  un  qualunque  retto- 
re di  sfera  generato  per  efempio  dal  fettorc  BEDM 
del  circolo  ; imperciocché  al  fegmento  di  sfera  genera- 
to dalla  figura  A ED  , che  fi  fa  edere  = ycaxx — ex ' , 

•’  ■ ' * 6 r 

s’aggiunga  il  cono  generato  dal  triangolo  EBA  , e che 
fi  troverà  edere  = c X — xx  e la  fom- 

6r 

ma  , cioè  nax  farà  il  fettore  cercato  . • - 
-in  T 

ESEMPIO  XXX. 

122.  Sia  ( Fig.  3 3 .)  la  parabola  di  qualunque  ordine , 
la  di  cui  equazione  ym  — a'" ~ 1 x , la  quale  ruotandofi 
attorno  all’ afte  AM  generi  il  conoide  parabolico  . Sarà 

y 2 dun- 
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m-i  , «»-»  j* 

dunque  y-  a m x m , ed  yy  - a m x m > e però  la 
forinola  generale  , foflituito  quello  valore  , farà 

,«-»  * mjy. 

ca  m x ”dx  , ed  integrando  , me  a m x m la  folidi- 
ir  . ir  X w-h  > 


tà  del  conoide  indefinito  j o pure  , perchè  xm  — 

■j  t * 

» +-  m 

yy  , e però  * « = xyy  , foflituendo  quello 


zm  — z 
m 


ini  — i 

a m 


valore  nell’  integrale  ritrovato  , fara  e fio  me  xyy 

ir  X m +■  * 


Sia  m—  2 , cioè  la  parabola  apolloniana  , farà  il 
conoide  = cxyy  , cioè  il  prodotto  della  bafe  nella  metà 

4 r 

dell’altezza,  ed  in  confeguenza  il  detto  conoide  fara 
la  metà  del  cilindro  nella  medefima  altezza , e nella* 
medefima  bafe  . 

Se  fi  volefTe  la  folidità  della  fcodella , o fia  il  foli- 
do  generato  dalla  figura  ACD  moda  attorno  all’ alle.. 
j2  , dal  cilindro  deferitto  dal  rettangolo  AB  CD  , che 
fapiamo  edere  = cxyy , fi  fottragga  il  conoide  parabolico 

zr 

me  xyy  , il  refiduo  cxyy  farà  la  fcodella  . E fat- 
ar rXvn-* 
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ta  m — 2 rifpetto  alla  parabola  apolloniana , farà  la  fco- 
della  cxyy  metà  del  cilindro  , appunto  come  deve  effe- 

. 4r 

re  , il  conoide  eflendo  pure  la  metà  d’cffb  cilindro. 

Si  muova  la  figura  attorno  all’ordinata  MO\  e fia— 
A M = b , MO—ft  AB  — xt  BC  — y , CKzzb  — a , 

KO=/ — y . Sarà  il  circolo  del  raggio  CK=  c Xb — x , 

. ir 

adunque  il  prodotto  di  quello  circolo  in  dyt  differenzia- 
le di  K M , cioè  c X bbdy  — 2 bxdy  4-  xxdy  farà  l’elemcn- 

*r 

io  del  folido  generato  dalla  figura  MACK  , e però  in- 
tegrando , pollo  in  luogo  di  x il  valore  dato  per  y , 

farà  c x bby — 2 bym+- 1 +-  y xm  +■ 1 — al  folido 

V *r  m+-  i Xam~l  2m+-~iXaim~* 

• indefinito  , o pure  , ponendo  * in  luogo  di  y"  , 

am~l 

c X bby  — 2 bxy  4-  xxy  . E polla  x — b , y — f rif- 

ir  m +-  i im  +-  i 

petto  a tutto  il  folido  generato  dalla  figura  ACOM  , 

farà  c Xbbf—  ibbf  +-  bbf  , cioè  immbbf  X c. 

.ir  m-t-  t *”*  4-  * i m -4-  i X m 4-7  lr 

E fe  fi  vuole  , che  la  parabola  fia  apolloniana  , cioè 
che  fu  hi  = 2 , farà  il  folido  = 4 (bbf  • 

. .jr 

E* 
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E’  facile  il  vedere  , che  nella  parabola  apolloniana 
il  cilindro  fulla  mcdefima  bafe  , ed  altezza  del  detto  fo- 
lido  farà  al  folido,  come  15,  8 ; e che  il  folido  gene- 
rato dalla  figura  OAP  farà  = 7 cbbf. 

jor 

Si  muova  la  figura  attorno  alla  retta  AP  ; e fia-,  y 
come  fopra  , AB-x,  BC-y  , farà  cxx  il  circolo  del 

%r 

raggio  DC;  adunque  cxxdy  l'elemento  del  folido  ge- 

ir 

nerato  dalla  figura  A CD , e ponendo  in  luogo  di  x 
il  valore  dato  per  y , ed  integrando,  farà 
f x ytm  +-i  } cioè  e X xxy  eguale  al  foli- 

2r  2W'HI 

do  indefinito  , e fatta  x — b , y =.  f , farà  cbbf 

2 r X aw  +-  i 

rifpetto  a tutto  il  folido  generato  dalla  figura  AOP  . ' 

Ma  il  cilindro  nella  medefima  bafe  , ed  altezza  è 
— cbbf  t farà  adunque  il  folido  generato  dalla  figura-, 

ir 

AM 0 =_£_  X imbbf . 

ir  im  +•  > 

Ma  in  altra,  maniera  ancora  fi  può  avere  il  folido 
generato  dalla  figura  A 0 M ruotata  attorno  all’ affo 
AB.  Sia  AM~b,  MO=f.  11  circolo  del  raggio  DC 
h\h-cxx,  ed  il  circolo  del  raggio  DK  farà  cbb  , 

ir  ir 

adun- 


\ 
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adunque  farà  c X bb — xx  l’anello  defcritto  dalla  linea 

ir  

CK , adunque  c Xbb—xxX  ày  farà  l’elemento  del  fo- 

zr 

lido  generato  dalla  figura  CKMA , e pollo  in  luogo 

di  x il  valore  dato  per  y , faràj^X  bbty  — y imdy  , ed 

2 r a1"-* 

integrando,  cXbby — y 1 ■ » e finalmente 

,r  !^rTiXa'm-* 

fatta  y —f  rifpetto  a tutto  il  folido  generato  dalla  figu- 
ra AMO  A , farà  egli_£  X bbf—  ; ma 

2r  z m+-  i Xa1’”-1 

quando  y —f , farà  , per  la  parabola  , x cioè  b — fm  t 

am-i 

c bb-  f im  , adunque  pollo  nell’integrale  quello  va- 
a l,n~t 

Iore  dato  per  b , farà  il  folido  = 

C X bbf—  bbf  =J_X  vnbbf,  come  fopra  . 

~7r  2ot  + i ar  2w  4- 1 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXXI. 

123.  Sia  l'clliffi  ADC  , ( Fig.  28.  ) AB  — a , 
BD  - b , AE  — x y F.O  — y,  e però  I’  equazione-. 

bb  X — xx  — yy  . Softituito  adunque  nella  forinola 

aa 

generale  il  valore  di  y dato  dall’equazione  , farà  effa-. 
ebb  x -iixdx  — xxdx  y ed  integrando  , farà 

%aar 

ebb  x axx  — eguale  al  folido  indefinito  generato 

taar  J 

dalla  figura  AEO  molla  attorno  all’ alfe  AC.  Pollai 
x - a y farà  ebba  metà  dello  sferoide  ; e polla  * = 2 a , 

farà  2 ebba  tutto  lo  sferoide  . 
ir 

E perchè  il  cono  nella  medefima  altezza  A C y e 
nella  bafe  , il  di  cui  raggio  fia  il  femiafle  conjugato 
BD  } è — ebba  y ed  il  cilindro  è r:  ebba  , farà  lo  sferoi- 

de  due  terzi  del  cilindro  , e doppio  del  cono  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXXII. 

124.  Sia  l'iperbola  AD,  ( Fig.  25.)  che  s’ aggiri 
attorno  a BC , e fxa  il  femiaflTe  trafverfo  BA  — a,  il 

ft 

centro  fi  , ed  il  parametro  ~b,  AC  — x , CD  — y , 
e l’equazione  ax-t-xxX^  — yy  • Soflituito  il  valore 

a 

di  y nella  forinola  generale  , farà  cbdx  X ax+  xx  , ed 

xar 

integrando,  farà  cb  X ax*  +-  xl  eguale  al  conoido 

wr  r ~j~ 

iperbolico  indefinito  generato  dalla  figura  ADC. 

Sia  BC—x,  il  refio  come  fopra  . Sarà  l’ equazio- 
ne X xx — aa  = yy  , e però  la  formola  farà 
<*  4 

cbdx  X xx  — aa_,  ed  integrando,  cb  X x'-aax+-f. 

**r  4 ^ar  j 4 

Aggiungo  la  cortame  , che  in  querto  cafo  non  è 
zero  . Per  determinarla  fi  avverta  , che  nel  punto  A , 
quando  x — 5 a , il  folido  deve  edere  nullo  , onde_» 

pollo  nell’integrale  ~ a in  luogo  di  x , dovrà  edere.» 
f +■  cb  X a'  — a_'  = o , adunque  f — caab ; e però  l’in- 

iar  »4  8 *4r 
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tegrale  compito  farà  cb  X *'  — aax  -t-  a'  . 

iar  j 4 ix 

S’  aggiri  1’  iperbola  attorno  al  femiafie  conjtigato 
HE  y e fia  E A femiafie  irafverfo  zza,  il  femiafle-, 
coniugato  = b,  E Czzx,  CD  = y.  Il  circolo  del 
raggio  HD  farà  z:  cxx  , adunque  cxxdy  farà  Tele- 

xr  xr 

mento  del  lblido  generato  dal  piano  , o fia  figura-, 
BHDA , e pollo  in  luogo  di  xx  il  valc-re  dato  dall’ 

equazione  della  curva  , avremo  cJy  X aavy  +~  oobb  , ed 

ir  Lb 

integrando  , c X aay'  + aay , e fatta  yzzb  , farà  il  foli- 
ir  \lb 
do  = icaab  . 

ir 

ESEMPIO  XXXIII. 

\ 

125.  Sia  1* iperbola  KHF  ( Fig . 34.)  fra  gl’ afintoti, 
A D ~ a , D Ezzb  , A P zz  x , P H zzy  , e l’ equazione 
xyzzab.  Si  muova  la  curva  attorno  all’afintoto  A E . 
Adunque  il  circolo  del  raggio  QH  farà  zz  cxx  , e pe- 

xr 

rò  cxxdy  farà  l’elemento  del  folido  generato  dalla  figu- 

ra  AQHFMA  infinitamemtc  prodotta  della  parte  di 
M , e pollo  in  luogo  di  x il  valore  dato  dall’  equazio- 
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ne  , farà  caabbly , ed  integrando  , f — czabb  ; ma  per 

*ryy  iry  ' 

determinare  la  /,  fi.  otfervi  che  quando  fii  y — o , il  fo- 
lido  deve  efiere  — o , adunque  f — cuibh  , quantità  infi- 

2rXo 

nita  , e però  l’integrale  compito  farà  — caabb  +-  oo  , 

j . iry 

adunque  il  folido  di  valore  infinito  . 

Se  in  vece  di  fofiituire  nella  formola  in  luogo  di 
xx  il  valore  dato  per  y dall’equazione  , fofiituiremo  il 
valore  di  dy , farà  ella  — abcdx  , ed  integrando  , 

ir 

—abcx  4-  / ; ma  il  folido  non  può  efiere  zero  fe  non— 

ir 

quando  fia  x infinita  , adunque  la  collante  / da  aggiun- 
gerci deve  efiere  infinita  , e però  infinito  il  folido  . 

Per  avere  il  folido  generato  dal  piano , o figura— 
BAPHK  infinitamente  prodotta  verfo  B , baila  riflet- 
tere , che  efiendo  cìc  la  periferia  del  circolo , il  di  cui 

r 

raggio  è Q H ~ x , farà  cxv  la  fuperficie  del  cilindro 

r 

generato  dal  piano  AQHP,  ed  in  confeguenza  farà 
cxy.ìx  la  folidità  del  diluirò  vuoto  generato  dal  ret- 

r 


tangolo  infinitefimo  IPHO;  adunque  la  fontina  di  tut- 
ti quelli,  cioè  J ' crv/.v  farà  il  folido 

z 2 


, che  fi  ceica—  . 

Po- 
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Porto  adunque  in  luogo  di  y il  fuo  valore  ab  , Gira  1*  in- 

X 

tegrale  cabx  quantità  finita  , quantunque  il  folido  fia  infi- 

r 

nitamente  alto  . 

Nell’efpreflione  cabx  del  l'olido  porto  in  luogo  di  ab  il 

r 

valore  xy  dato  dall’  equazione,  farà  cxxy  , ma  cxxy  è il  ci-. 

r ir 

Iindro  generato  dal  rettangolo  APHQ\  adunque  il  fo- 
lido iperbolico  farà  doppio  di  erto  cilindro  , e però  il 
folido  generato  dalla  figura  BQHK  infinitamente  pro- 
dotta farà  eguale  al  cilindro  , che  gli  ferve  di  bafc_  . 
Prefa  adunque  x — a , ed  in  confeguenza  y — b y farà 
il  cilindro  = caab  — al  folido  fopra  di  erto  . 
vr 

ESEMPIO  XXXIV. 

\i6.  Sia  la  logaritmica  HCD  , ( Fig.  35.  ) Ia_ 
fottangente  C A — a , AB  — x , BD  —y  , e l’equazio- 
ne dxzzady  . S’aggiri  attorno  all’afintoto  EB.  Porto 
~y~ 

nella  formola  generale  in  luogo  di  dx  il  valore  dato 
dall’equazione,  farà  caydy  , ed  integrando,  cayy  +-  f. 

xr 

Ma  quando  fia  y = AC  = a,  il  folido  è zero  ; adunque 

deve 
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deve  edere / = — caj  , e l'integrale  compito  , cioè  il 

4r 

folido  generato  dal  piano  indefinito  ABDC  , farà  = 
cayy  — ca 1 . 

4*  *r 

Sia  l’affida  A E negativa  , e però  = — * , farà  pu- 
re negativa  la  differenza  cioè  — dx  , e perchè  creden- 
do 1 affida  cala  l'ordinata  , farà  pure  negativa  la  diffe- 
renza di  E H , cioè  — dy  , e l' equazione  della  curva., 
farà  nello  fleffo  modo  dx  = ady.  Ma  per  edere  nega- 

y 

uva  dx  , farà  negativa  la  formola  generale  , vale  a dire 

— cyydx  . Softituito  adunque  il  valore  di  dx  , farà  — 

ir 

caydy  , ed  integrando  — cayy  +•  /;  ma  quando  il  folido 

ir  4r 

è zero  , farà  y - a ; adunque  f - ca\  e l'integrale  corri- 

4r 

pito  farà  ca  * — cayy  eguale  al  folido  generato  dal  pia- 
~*r  V 

no  tACHE  . Porto  y-o  , cioè  fupporto  il  folido  infi- 
nitamente prodotto  dalla  parte  di  M , l'integrale  farà 

— ca  * adunque  erto  folido  infinitamente  prodotto  farà 

eguale  a ca*  , ma  il  folido  generato  dat  piano  A CHE 

4r 

abbiamo  veduto  edere  ca * — cayy  , adunque  il  folido 
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infinitamente  prodotto  generato  dal  piano  LEHM  fa- 
rà cayy  . 

V ' 

Poiché  il  cilindro  , il  di  cui  raggio  della  bafe  fia^ 
AC—a  , e l’altezza  pure  = a , è = «rj  , farà  il  folido 

ir 

della  logaritmica  infinitamente  prodotto  dalla  parte  di 
M nella  bafe  del  raggio  AC -a  al  detto  cilindro  , co- 
me^ 3 i : : i , 2 . 

4 * 

ESEMPIO  XXXV. 

127.  Sia  la  curva  AMI  ( Fig.  18.)  la  Cifloide  di 
Dioclc,  la  quale  aggirandofi  attorno  alla  retta  AB  de- 
feriva un  folido  . Sia  AP  = x , P M — y , AB  — a , e 
l’equazione  yy  — x'  . Sarà  adunque  la  formola  gene- 
a • — x 

rale  de’  folidi , foAituito  il  valore  di  yy  , cx’dx  , ed 

m ~ 

2r  X a — x 

integrando  , — ex 1 — caxx  — caax — caa  la  — x 4-  /; 

or  4 r ir  ir 

ma  fatta  x — o , il  folido  deve  efiere  zero  , adunque». 
/=  eaa  I a , e l’integrale  compito  — c* » — caxx  — 

ir  v 

raax  — • caa  la  — x+-  caa  l a eguale  al  folido  generato 
"TT"  »r 

dalla 
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dalla  figura  APM,  e fatta  x — at  farà  il  folido  intie- 
ro — — 1 tea 1 — caa  l o +■  caa  l a . Ma  il  logaritmo  del 

1 ir  ir  ir 

zero  è quantità  infinita , e negativa  , che  moltiplicata^, 
in  — caa  fa  quantità  pofitiva  , adunque  il  folido  intiero 

ir 

farà  infinito  . Si  avverta  , che  i fuddetti  logaritmi  fi 
prendono  nella  logaritmica  della  fottangente  ==  a . 

Per  mezzo  dellaXerie  farà  cx'dx  — ex  'dx+-  cx*dx  +- 


arXa  — * 2i7r  2r<3‘? 

ex 1 dx  +■  ex 4 dx  ec. , ed  integrando,  il  folido  generato 
ira1  ira 4 

dal  piano  A P M farà  =:  ex*  +•  ex' 

8.jr  io  raa 


ex ' 


■h  ex1  ec.. 


I2nj’  iqra* 
e fatta  x = a rifpetto  al  folido  intiero , farà 

.a’  X c -f-  c +-  c +-  c ec.  , ferie  di  valore  infinito  . 

•r  7 1 6 7 

ESEMPIO  XXXVI. 


128.  S’aggiri  la  trattoria  ABF  ( Fig.  20.)  attor- 
no l’afintoto  E H . Nella  formola  generale  cyydx  folli- 

ir 

tuito  il  valore  della  dx  dato  dall’equazione  dx  — 

— dy  is aa  — yy  num.  103.  , avremo 

Q 


cydy  1/  aa  — yy  , 


ed 
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2 

ed  integrando  , c X aa  — yy  * = al  folido  generato  dal- 

tfr 

la  figura  AEDB  , ommefla  l’ aggiunta  della  coliamo 
fuperflua  . Fatta  pertanto  y — o , farà  il  folido  infinita- 
mente prodotto  — ca  * ; ma  la  folidita  della  sfera , il  di 

ór 

cui  raggio  fia  AE  = a ( num.  m.)  è = tea* , dunque 

v 

il  folido  infinitamente  prodotto  farà  la  quarta  parte  di 
dia  sfera . 


ESEMPIO  XXXVII. 

129.  Sia  il  cilindro  QB  MCPT , ( Fig.  36.  ) da_. 
cui  con  un  piano  per  BC  diametro  , e nella  direzione 
AP  fi  tagli  la  porzione,  o fia  l’unghia  BMCPB , fi 
cerca  la  folidità  di  quella  . 

Sia  BC  - OM  = ia  t MP  — QT  = b , AD  — x , 

c farà  DH  condotta  ordinata  nel  circolo  = l/aa  — xx. 
Si  tiri  dal  punto  H parallelamente  ad  MP  , o fia  QT 
la  retta  HO,  che  farà  nella  fuperficie  del  cilindro , in- 
di dal  punto  D al  punto  O fi  conduca  la  retta  DO, 
che  farà  nel  piano  BOPC , avremo  formato  nella  foli- 
diti  dell’unghia  il  triangolo  DHO  limile  al  triango- 
lo 
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10  AMP , e però  fari  HO  — b v ai  — xx  . Ma  la  fom- 

a 

ma  di  tutti  quelli  triangoli  DHO  è appunto  la  ricer- 
cata folidità  della  metà  dell’unghia,  adunque  farà  efla__ 

= f hàx  X aa — *•*,  ed  integrando  , abx  — bx , e_. 

J >4  1 6a 

fatta  x zz  a , farà  finalmente  la  fuddetta  metà  dell’  un- 
ghia :=  1 aab  , e tutta  = 2 aab  . 

5 ì 

In  altra  maniera  , e più  generalmente  fia  ( Fig.  37.  ) 

11  mezzo  cilindro  D A CHE  G , il  quale  per  lo  diametro  • 
CD  Ila  tagliato  da  un  piano  nella  direzione  DE,  on- 
de nafea  l’unghia  DBCEAD  , di  cui  fi  vuole  la  foli- 
dità  . Sia  BA  — a , A E = b , BQ  zz  x , QM  = y , farà 

Q K = bx  , e pelò  il  rettangolo  PONMzz  2 bxy  , e 

a 4 • 

quello  moltiplicato  in  dx  farà  l’elemento  della  foiidità 
dell’unghia  , cioè  ìbyxdx. 

a 

Sia  la  curva  D AC  un  femicircolo , adunque^. 
y’z.Vaa  — xx  , e la  formula  farà  2 bxix  1/  aa — xx  , ed 

a 

2 

integrando  — 2 bX  aa  — xx  1 +•  m , ma  la  collante  w, 
polla  x — ot  fi  trova  efiere  = 2 baa  , adunque  Tinte- 

i 

a a graie 
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j 

graie  compito  del  folido  farà  2 bau — ■ zb  X aa  — xx  1 , 

} 

e fatta  x — a rifpetto  a tutta  l’unghia,  farà  ella  zb ia 

! 

Sia  la  curva  DAC  una  delle  infinite  parabole  , c 
l’equazione  ym  zza  — x ; farà  la  formoli  , foftituito  il 

I 

valore  di  y , zbxdx  X a — x m , la  quale  integrata-. 

« 

conforme  al  nura.  29.,  ed  aggiunta  la  debita  collante, 
e fatta  x zz  a , darà  per  la  folidità  di  tutta  l’unghia 

m +-  1 

zb  mma  m , e polla  w = 2 , cioè  che  la  parabola 
5M-hlX»>+-  I 

J, 

fra  J’apolloniana  , 8 ba  * . E fuppolto  , che  quando 
'5 

I 

* = 0,  fia  BC  zz  yzzc  \ farà  a 1 zz  c , e però  l’unghia 
= 8 abc  . Nello  Hello  modo  troveralfi  l’unghia  del  ci- 

lindro  ellittico  clTere  zi  labe  , fuppollo  il  femiafle  traf- 

: 

verfo  = a , il  femiafle  conjugato  zz  c ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXXVIII. 

130.  Tagliato  il  conoide  parabolico  BAC  (Fig.  38.) 
col  piano  qualunque  IE  H perpendicolare  alla  baie  circola- 
re BICH , fi  dimanda  la  mifura  del  pezzo  comprefo  dal- 
la fezione  /EH,  e dal  piano  a lei  parallelo  per  l’allc 
AD  . 

Sia  — a il  parametro  della  parabola  generatrice.» 

BAC , l’ affilia  data  AD  — b , farà  l’ordinata  DB ab . 
Sieno  le  coordinate  DF—  xy  FE—yt  e però  l’equa- 
zione. alla  predetta  curva  BAC  ab — xx  — ay  . Per  la 
natura  del  circolo  BICH  farà  il  rettangolo  CFB  = 
ab  — xx  , eguale  al  quadrato  FH  — zz  ; ma  ab  — xx  — 
ay  , dunque  ay  — zz  , e confeguentemente  la  fezione_» 
IEH  farà  una  parabola  con  lo  (ledo  parametro  della-, 
principale.  Refla  pertanto  fidato  il  rettangolo  EFH  — 
yz~yV'ay\  e perchè  quello  Ila  all’area  /EH,  come 

3 a 4,  farà  eda  area  — a,  yVayy  ed  il  prodotto  di 

3 

effa  arca  IEH  nell’altezza  infinitefima  dx , fluffione  di 
DF—xy  farà  l’elemento  del  folido  in  quellione  , cioè 
4 ydx  V ay\  ma  y — ab.  — xx , dunque  elfo  elemento 

i 4 

a a 2 ‘ farà 
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farà  4 dx  X ab—xx  V ab  — xx , o fia  *Jdx  t /ab—xx  — 


4 xx. ìx  v ab  — xx  . 

L* integrale  del  primo  termine  dipende  dalla  qua- 
dratura del  cerchio  BHC;  il  fecondo  li  ridurrà  alle_* 
quadrature  note  per  via  della  prima  formola  del  nura.  6 i. 

iji,  Ommetto  gli  efempj  de'  folidi  generati  da 
curve  con  le  coordinate  tra  loro  in  angolo  obbliquo , 
perchè  efTendo  la  forinola  per  quelli  cafi  diverfa  dalla 
lolita  , ed  ordinaria  per  le  fole  cortami , non  fi  potran- 
no incontrare  difficoltà  di  natura  direrfa  dalle  già  fpie- 
gate  . Cosi  pure  ommetto  gl’ efempj  de*  folidi  generati 
da  curve  riferite  al  fuoco  , perchè  non  volendomi  fer- 
vire  della  teoria  de'  centri  di  gravità  , come  ó deno 
di  fopra  , bifognerà  ridurre  le  date  curve  ad  altre 
riferite  agl' affi  , intorno  alle  quali  già  abbartanza  fi  è 
parlato  . 

Delle  Quadrature  , o fìa  Compì  unzioni  delle  fuperficie 
de'  Corpi  . 

ESEMPIO  XXXIX. 

132.  Sia  il  cono  retto  ACGK,  ( Fig.  51.  ) AB-a, 
BC=b,  una  qualunque  porzione  dell’ arte  AB,  co- 
me 
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mz  AD  t fia  =: x , farà  DE—y—bx , e dy  — bdx  , 

4 a 

dy1  — bbdx 1 . Soflituito  adunque  quello  valore  di  dy1 

aa 

nella  formola  generale  cy  }/  dx 1 +•  dy1  , farà 

r 

cy  t/ aatlx1 4- bbdx1  — cvlx  aa +•  bb  , e foflituito  il  va- 
r r Tu  or 

lore  di  y , cioè  bx  , farà  cbxdx  i/gg  +-bb  , ed  integrali- 

• aar 

do  , cbxx  v aa  + bb  rifpetto  alla  fuperficie  del  cono 

i aar 

AEMPIi  e fatta  x — a,  farà  cbu'aT^bb  rifpetto  alla 

»r  . 

fuperficie  di  tutto  il  cono  , e però  eguale  al  rettangolo 
della  metà  della  circonferenza  della  bafe  nel  lato  AC. 

La  fletta  determinazione  avrebbefi  avuta  , fe  ìil. 
luogo  di  foflituire  nella  formola  generale  il  valore  di 
dy1,  fi  fotte  foflituito  il  valore  di  dx1 . 

Sarà  per  tanto  la  fuperficie  del  frullo  conico 
I MKCG  zz.  cb  k'  aa  4-bb  — cbxx  V aa  +-  bb  , cioè 

ir  t aar 

cb  U'aa  *- bbX  aa  — xx\  e però  farà  alla  fuperficie  di  tutto 

iraa 

il  cono , come  aa  — xx  ad  aa  . 

133.  Ma  fe  il  cono  farà  fcaleno , bifognerà  pro- 
cedere 


Sol  INSTI  TUZIONl 

cedere  in  altra  maniera  . Onde  fia  il  cono  fcaleno 
PAFBM , ( Fig.  39.  ) la  bafe  fu  il  circolo  AFBM , e 
nel  diametro  prodotto,  fe  fa  bifogno  , s’ abballi  la  PD 
normale  al  piano  del  circolo  , o fia  bafe  . Si  prendano 
nella  periferia  del  circolo  due  punti  F , / infinitamente 
profittili  , c fi  tirino  i due  lati  FP , fP  del  cono . Egli 
è chiaro,  che  il  triangolo  infinitefimo  P Ff  farà  la  diffe- 
renza, o fia  l’ elemento  della  fuperficie  del  cono.  Adun- 
que al  punto  F fi  conduca  la  tangente  TF Q,  a cui 
fia  normale  DQt  e fi  congiungano  i punti  P,  Q ccn 
la  retta  PQ  . 

Poiché  il  piano  del  triangolo  P D Q pafia  per  !*_. 
retta  PD  normale  al  piano  della  bafe  del  cono  , il  pia- 
no PQD  farà  anch’egli  normale  allo  Aedo  piano  della 
bafe,  ma  la  tangente  TQf  che  è nel  piano  pure  del- 
la bafe  , fa  angolo  retto  con  Q D comune  fezione  de* 
due  piani  , dunque  farà  normale  al  piano  PQD  , ed 
in  confeguenza  alla  retta  QP  , e però  farà  il  triangolo 
PFf-  P QX  Ff. 

2 

Si  chiami  il  raggio  CA  — r , CD  —b,  CE—x 

farà  FF  — V^rr  — xx , e perchè  l’angolo  CFT  è retto  , 
e (Tendo  tangente  del  circolo  la  TF,  fono  fimili  i trian- 
goli CFE  , TCF  ; onde  farà  CT=  rr  , ma  CT  è alla 

x 

CF, 
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CF  , o fia  CF  , CEuTD,  D£3,  adunque  DQ  — 
rr+-bx.  Sia  ia  data  P D — p , farà  dunque  la  P £ — 

r 


Vpp+-  rr  -t-bx  ; ma  l'elemento  del  cerchio  Ff  fi  fa— 

rr 

edere  — rdx  ; adunque  Ff  X P £ » elemento  della 


fuperficie  , farà  = — rdx  \^pp  + rr  *-bx  , formola  che 


» \/  rr  — xk 

fin'  ora  non  fi  fa  ridurre  alle  note  quadrature  di  circo- 
lo , o dell’ iperbola  , perchè  non  fi  può  liberare  da’  fo- 
gni radicali,  come  fi  è veduto  al  num.  38. , e come  ci  è 
pure  occorlo  nel  volere  rettificare  l’ellifli . 

Ricorrendo  alla  ferie  : fi  riduca  in  ferie  infinita., 
il  numeratore , e Io  dettò  fi  faccia  del  denominatore  , 
indi  fi  proceda  nello  ftefio  modo  , come  fi  è fatto  nella 
feconda  maniera  intorno  all'  elliflì  nell'  Efempio  20. 
num.  11 2. 

ESEMPIO  XL. 

134.  Sia  l'emisfero,  il  di  cui  femicircolo  genera- 
tore CDK,  (F/g.  32.)  che  s'aggiri  attorno  al  raggio 
DB,  c fia  DB  = a,  una  qualunque  DA  — x,  fa- 
' rà 


/ 
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, — ^ t 

r a AE  — y — y iax  — xx  , e però  dyl  — a — y X dxl, 

ìax  — xx 

c fatte  le  folìituzloni  nella  formola  generale  , farà  eflk 
= cadx  , ed  integrando  cax  — alla  fuperficie  del  feg- 

r r 

mento  di  sfera  generato  dall’arco  ED  Àf  ; e fatta  x = a% 
farà  caa  la  fuperficie  dell’emisfero  , e però  icaa  la  fu- 

r r 

pcrficie  di  tutta  la  sfera  . Sarà  adunque  la  fuperficio 
d’un  qualunque  fegtnento  eguale  al  prodotto  della  peri- 
feria del  circolo  generatore  della  sfera  nell’altezza  di 
effo  fegtnento  ; dell’emisfero  , eguale  al  rettangolo  della 
ficlTa  periferia  nel  raggio  ; e della  sfera  , eguale  al  ret- 
tangolo della  periferia  nel  diametro,  e però  elle  fuper- 
ficie tra  loro  nella  ragione  , che  anno  l’altezza,  il  rag- 
gio , ed  il  diametro  » 

E perchè  l’area  del  circolo  generatore  della  sfera- 
è caa  , farà  la  fuperficie  della  sfera  ad  eira  area  ::4,  i, 

ir 

cioè  quadrupla  del  maflìmo  circolo  . 

Ma  poiché  è pure  la  fuperficie  del  cilindro  ( non— 
compre.^  le  bafi>  circofcritto  all’emisfero  , eguale  al 
prodotto  della  periferia  della  bafe  nell’altezza  , farà  dun- 
que re  caa , ed  hi  confeguenza  eflfa  fuperficie  eguale 

r 

alla  fuperficie  dell’  emisfero . Ma  il  cono  inferno  nell’ 

cmis- 
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emisfero  4 pure  la  fuperfìcie  sr  ca  1/  zia  , dunque  farà 

ir 

la  fuperfìcie  del  cilindro  , o dell’emisfero  alla  fuperfìcie 

del  cono  infermo  , come  la  , u'  2 aa , cioè  a dire  , co- 
me il  diametro  al  Iato  del  cono  ec. 


ESEMPIO  XLI. 


135.  Si  muova  la  parabola  A CO  dell'equazione 
ax  — yy  attorno  all’afTe  AM  ( Fig.  33.  ) . Sarà  dunque 
adx  = 2 ydy  , e dx  * = 4yy.Iy 1 ; e però,  la  formola  , fatta 

az 

la  foftituzione  , cydy  1/  4 .yy  +-  aa  > ed  integrando  , 

«r 

J 

c X Ayy  +-  aa  1 — alla  fuperfìcie  del  conoide  parabo- 

1 ira  ■ • j 

lico  indefinito  , eguale  alla  quarta  proporzionale  di  6a,t 
v'  4yy  +-  aa , e dell’  area  del  circolo  del  raggio  = 
V 4 yy  +-  aa  . 

136.  Sia  più  generalmente  x * — y l’equazione  del- 

t 

la  parabola  A CO  ( F.g.  33.)  con  l’affifTa  AE—x , 
coll’applicata  EC  — y , la  qual’ equazione  per  lo  trilineo 

bb  ACD 


8o  6 
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A CD  farà  x * = y , fe  lì  prenda  AD  — x Gccome  af- 
fida, e D C — y lìccome  ordinata  . Al  num.  119.  Elem- 
pio  27.  fi  è veduto,  edere  l’ elemento  della  curva,  il 
quale  chiamo  du  — dx  , e la  formola  diffe- 

— I 

Xlt~  S+-I  1 

renziale  per  le  fupcrfìcic  è cyiu , dunque  l'ara  cydu  — 

? r 

cydx  ; ma  è , per  l’equazione  localo  , 

— 1 

r X x l*  — 2 1 1 • 

x*  —y  , dunque  farà  evia—  ex* dx 

t » r - 1 

rt  X «‘'"‘fi  1 

Per  procedere  alle  integrazioni , o quadrature  mi 
fervirò  del  metodo  fpiegato  al  num.  61.  , e pollo  in_, 
ufo  nel  fuddetto  Efempio  27.,  ma  prima  fiodervi,che 
edendo  c la  periferìa  del  circolo  , il  di  cui  raggio  r , 
l’integrale  j' cydu  ci  dà  la  fuperlìcie  del  conoide  ; ma 

fe  c farà  una  qualunque  data  retta  , fi  averà  la  milura 
della  fuperlìcie  dell’ ugna,  quando  cioè  eretta  fulla  ba- 
fe  CAB  dna  cilindroide,  quella  viene,  tagliati  da  uro 
piano,  che  pada  per  l’a AB  ,.  e forma  con  la  bafe 
lottopolìa  CAB  un’angolo  , il  di  dui  feno  retto  a quel- 
lo del  complemento  fu,  come  la  c alla  r\  Le  fuperfi- 
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eie  ungulari  adunque  danno  a quelle  del  folido  roton- 
do , come  una  data  retta  alla  circonferenza  c . 

Operando  adunque  , come  nel  citato  num.  61.  è 
flato  fpiegato  , affinchè  la  nollra  forinola  fia  algebraica- 
mente  integrabile  , o riducibile  alle  note  quadrature , 
troveremo  dover  edere  t — 3 +■  ib , o pure  t — b +■  1 , 

r •+•  2 b b-t-  2 

intendendo  per  h un  qualunque  numero  intiero  pofiti- 
vo , o negativo  . 

La  prima  condizione , cioè  t = 34-26  , porto  b 

1+2  b 

numero  intiero  prima  pofitivo  , e poi  negativo , ci  dà 
le  due  progreffioni 

I.  J » U ec* 

* 3 5 7 9' 

n.  t ,_7  cc. 

I 3 5 7 9 1 1 

La  feconda  condizione  , cioè  t — b +•  1 , porto  h nume- 

* b +■  2 . . 

ro  intiero  prima  pofitivo,  poi  negativo,  ci  dà  le  due 
altre  progreffioni 

HI.  t=  ec. 

.23  4 5 * '■  . .. 

IV.  t -2  ,_3 ,4  ,_5  »Jf  ec. 

12345 

bb  2 Sog- 
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Soggiungo  alcune  brevi  oficrvazioni . 

I.  Siccome  le  due  progrelfioni  prima  , e terza— 
abbracciano  gli  efponcnti  di  tutte  quelle  parabole  , che 
aggirandofi  intorno  all’ alle  generano  conoidi  , la  fuper- 
ficie  de’  quali  è analiticamente  quadrabile  , fuppotla— 
foltanto  la  rettificazione  della  periferia  circolare  , e con- 
feguentemente  tutte  le  unghie  fopra  defcritte  di  data- 
altezza  ammettono  una  quadratura  algebraica  ; cosi  ne’ 
cali  della  ferie  feconda  , e quarta  ci  vuole  qualche  co- 
fa  di  più,  c c’entra  il  tctragonifmo  dell’ iperbola . 

II.  E'  notabile  , che  paragonando  infieme  la  ferie 
prima  con  la  feconda  , c la  terza,  con  la  quarta  , gli 
efponenti  fono  inverfi , ed  appartengono  alla  medefima 
curva  . Ciò  fignifica  , che  potendoli  girare  l’area  para- 
bolica o intorno  Palle  AB,  o intorno  Palle  ,A  D , e 
producendofi  nell’uno  , e nell’altro  cafo  fuperficie  af- 
fatto diverfe  , fe  nel  primo  fi  genera  una  fuperficie  af- 
folutamente  quadrabile  , almeno  conliderata  nell’ unghie; 
nel  fecondo  tutto  all’oppolìo  , elTendo  reciprochi  i valo- 
ri , nafcono  le  fuperficie  fuddette  ipoteticamente  qua- 
dragli . Per  efempio  il  conoide  formato  dalla  prima-, 
parabola  cubica  arruotata  intorno  AD  ci  fomminiftra-. 
quadrabile  algebraicamente  la  fuperficie  dell’ugne,  ed 
anche  quella  del  lolido  rotondo  , mentre  fi  abbia  una  . 
linea  retta  eguale  alla  circonferenza  . Ma  fes’agghi  in- 
torno all’alle  AB  , fi  richieggono  le  quadrature  . Nella 

para- 
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parabola  feconda  cubica  fuccede  lo  Hello  ; c tutto  all* 
oppotlo  nella  apolloniana  . 

III.  Confrontando  quelle  ferie  con  quelle  del 
num.  119.  fi  fcorge  , che  fra  quelle  nefluna  parabola-, 
della  prima  , o feconda  ferie  è rettificabile  nè  analitica- 
mente , nè  per  via  delle  note  quadrature  ; quelle  all’  op- 
pofio  della  feconda , e quarta  fono  tutte  rettificabili , 
ed  abbracciano  tutte  le  contenute  nelle  progreflloni 
comprefe  nel  citato  num.  11?. 

IV.  Fra  le  iperbole  la  fola  comune  tra  gli  afinto- 
ti ammette  la  fuperficie  riducibile  alla  quadratura  della 
flefia  iperbola  , perchè  altro  efponente  negativo  non  ci 
fi  affaccia  nelle  citate  progreflloni  , falvo  che  — 1 . 

V.  Gli  efponenti , che  non  fi  trovano  nelle  det- 
te ferie  , come  t — 4 , 5 , 6 ec.  2 , 5 ec.  vogliono  qua- 

5 7 

drature  più  alte  per  mifurare  le  fuperficie  conoidali  in- 
di nafcenti . 


ESEMPIO  XLII. 

137.  Sia  l*  ellifli  A D Ct  ( Fig.  28.  ) che  fi  muo- 
va attorno  all’aire  AC  , e fia  AB=atBD  — bt 
AE  = x , EO  —y  , e l'equazione  aaVy  - 2ax  — xx  . 

Li 

Sarà 

1 
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Sarà  dunque,  differenziando,  dx  — aaydy  , e pe- 

bb  X a — x 

tò  dx1-  « 4 1 ; e ponendo  in  luogo  di  — lax  +-  xx 

b*Vsa — x 

il  valore  — aayy  dato  dall’equazione  , farà  dx1  - 

Tb 

aayyiy 1 . Adunque  foffituito  quello  valore  nella-. 

bb  X bb  —yy 

formola  generale , la  troveremo  effere 
cydy  u' b*  +-  aayy  — bbyy  , e fatta  per  brevità  aa — bb—ft 
rb  bb  — yy 

fuppoffa  a maggiore  di  b , cioè  che  l’affe  , attorno  cui 
s’aggira  l’elliflì,  fia  il  maggiore,  ( fe  foffe  a minore 

di  b fi  farebbe  aa — bb  — — ff)  farà  cydy  y b*  +-ffyy  fer- 
ri 1/  bb  — yy 

mola  , che  per  le  cofe  dette  a fuo  luogo  fi  potrà  libe- 
rare dai  radicali , ed  il  di  cui  integrale  per  mezzo  del 
canone  dei  num.  jtf.  troveremo  dipendere  dalla  qua- 
dratura del  circolo  . Ma  fe  farà  a minore  di  b , cioè 
l’affe,  attorno  cui  s’aggira  l’elliflì  , il  minore,  la  fu- 
perficie  dello  sferoide  dipenderà  d’ambe  le  quadrature, 
cioè  dalla  circolare  , e dall’iperbolica  . La  fuperficie  poi 
dell’ ugna  nel  primo  cafo  è eguale  ad  una  porzione  di 
i'pazio  ellittico  , che  fi  determina  facilmente  per  via_. 

delle 


■ 
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delle  normali  alla  curva  ; ma  nel  fecondo  cafo  appun- 
to quelle  normali  ci  danno  uno  Spazio  iperbolico  egua- 
le alla  (teda  Superficie  dell’ ugna.  Per  vedere  ciò  chia- 
ramente: fu  la  curva  ACF,  ( Fig.  40.  ) fu  cui  s’intenda 
eretta  una  cilindroide,  che  venga  tagliata  da  un  piano,  il 
quale  pad!  per  l’ade  AB,  e formi  col  fottopolTo  piano 
CAB  un'angolo  femiretto , egli  è manifesto  , che  chia- 
mato du  1’  elemento  della  curva  , farà  J' ydu  la  fuperfi- 
cie  dell’ ugna  inferiore,  e j' cydu  la  Superficie  del  co- 
noide nafccnte  dal  girarfi  la  figura  CAB  intorno  1' alle 
AB,  e però  farà  la  Superficie  dell’ ugna  a quella  del 
conoide  , come  il  raggio  alla  circonferenza  del  circolo . 

Ora  fieno  le  due  ordinate  BC , DF  infinitamente 
predirne  , e condotta  al  punto  F la  normale  FG  , fi 
metta  eifa  in  DH,  e faccia  figura  di  applicata  della-* 
nuova  curva  M IH  delineata  col  metodo  preferino  : di- 
co , che  l’area  MABl  è eguale  alla  Superficie  dell’ 
ugna,  che  à per  bafe  l’arco  AC. 

I due  triangoli  FCE , GFD  fono  Simili  , dunque 
dirà  FC  , CEnGF , FD  , e però  FD  X FC  = 
GFXCE-DHXDB  . Ma  FD  X FC  ( ydu  ) è l’e- 
lemento della  Superfìcie  dell’ ugna;  ed  H D \ DB  è 
l’elemento  dell'arca  IMAB,  dunque  effendo  eguali 
quelli  elementi  , lo  faranno  ancora  i loro  integrali  , 

cioè 


Digitized  by  Google 


8ii  ISTITUZIONI 

cioè  le  predette  aree  . Ciò  prcmeiTo  , fu  la  Figura  ACB 

un  quarto  d’cllifli  dell’equazione  a.iyy  — lax — xx  , fata 

ib 

la  normale  FG—bu'za'  x — a axx  +-  bbxx  — iabbx+-  aabb, 

aa 

dunque  chiamata  z l’ordinata  BI,  farà  z =' 
b \/ xx  — zax  X bb  — aa  +-  aabb  , equazione  alla  curva_ 

OS 

M1H  , che  appunto  è un’altra  ellifli  quando  fia  a mag- 
gióre di  b , cioè  fe  AB  fia  l’afle  maggiore  dell’ ellifli 
ACB  ; ed  all’incontro  un’  iperbola  quando  fia  a minore 
di  b , cioè  AB  l’affe  minore  . 

Finalmente  nel  cafo  di  mezzo,  cioè  quando  l’ellif- 
fi  degenera  in  circolo  , già  fi  fa , che  la  detta  fuperfi- 
cie  dell’  ugna  è quadrabile  , eguagliandofi  ad  un  ret- 
tangolo . 

ESEMPIO  XLIII. 

138.  Sia  l’ iperbola  BD  , ( Fig.  19.  ) che  s’aggiri 
•attorno  all’afle  trafverfo  B A . Sia  A il  centro  , BA  = a, 
A E femiafle  conjugato  — byAC  — xyCD~ yy  farà 

l’equazione  xx — aa  = aayy  , e però  y — b vs  xx — aa  , 

bb  ~ 

ày  = bxdx , adunque  la  formola  generale  , fatte. 

aV  xx  — aa 

le 
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le  foftituzioni  , farà 

cb t \/  xx  — aa  j/  aaxxdx 1 •+•  bbxxdx 1 — a*  dxl  , cioè 

mr  f — — 

aa  \ xx  — aa 

cbdx  K aaxx  +-  bbxx  — a* , o Ha  , fatta  aa  Je~  bb  — y 

mar 

cbfdx  xx  — a 4 , il  di  cui  integrale  , quando  fi  fia  libe- 

«ar  ~f 

rata  dal  fegno  radicale  , troveremo  dipendere  rnedefi- 
mamcnte  dalla  quadratura  delPiperbola  . 

ESEMPIO  X L I V. 

139.  Sia  l’iperbola  MD  , ( Fig.  41.  ) equilatera-, 
fra  gl’ afintoti , e fi  muova  attorno  all’afintoto  AC  > di 
cui  l’ equazione  fia  ay  +•  xy  = aa  , efiendo  AB  ~ a , 
BC  — x , CD  ~ y . Sarà  dunque  x — aa  — a , e dx1  ■= 

y 

a'dy1’,  e però  la  .forinola  generale  farà,  fatta  la  folìr- 

y*  

tuzione  , cdy  Vy*  + a*  . Si  faccia  1 /y*  +-  a*  — z , e però 
ry 

y*  = zz  — a*  , dy  — zdz  . Fatte  quelle  foftituzToni  , 

1y  1 

avremo  trasformata  la  formola  in  quefi’ altra  czzdz 

ir  X zz  — a * 
c c libera 
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libera  da*  legni  radicali,  il  di  cui  integrale  dipende  in 
parte  da’  logaritmi  , come  è facile  a vedere . Adunque 
la  ricercata  fuperficie  della  noflra  iperboli  delcritta-. 
dipenderà  dalla  quadratura  pure  dcll’ipcrbola . 


ESEMPIO  X L V. 

140.  Sia  il  folido  generato  dalla  trattoria  ( Fig.  20.  ) 
A B F^comc  nel  Elempio  ^6.  nutn.  128.,  di  cui  fi  Noglia  la 
fuperficie  . Nella  formoli  generale  cvfi/  ( intendendo 

r 

per  du  l’elemento  della  curva)  fofiituito  in  luogo  di 
du  il  valore  — ady  dato  dall’equazione  della  curva.-, 
y 

avremo  — aedy  , ed  integrando  - a c y +~  n • Ma  quan- 

— 7~  r 

do  la  fuperficie  fia  nulla , fi  a y — a ; dunque  la  collan- 
te « = aac  , e però  l’integrale  compito  aac  — acy  egua- 

T * r 

le  alla  fuperficie  del  folido  generato  dalla  figura^ 
AEDB'  e fatta  y — o , farà  aac  eguale  alla  fuperficie 

r 

del  folido  infinitamente  prodotto.  Ma  l’area  del  circo- 
lo , il  di  cui  raggio  = k 2<M,fi  trova  = eoa  , dunque 

r 

la  fuperficie  dei  folido  infiuitamente  prodotto  è eguale 

all’ 
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all’area  del  circolo  , il  di  cui  raggio  fra  la  diagonale* 
del  quadrato  di  A E . 


ESEMPIO  X L V I. 

141.  Sia  l’ungh'a  C NEO  D AC , ( Fig.  37.  ) di 
cui  fi  cerchila  fuperficie  . Denominando , come  al  num. 
12 9 » farà  QK  = bx-  MN,  ma  Mi  elemento  della  cur- 


va = t/dxl+-dy*  , adunque  farà  bx  ^dxt-*-dyi  egua- 

4 

le  al  quadrilineo  infinitefimo  MimN , elemento  della— 
fuperficie  della  metà  dell’unghia  . 

Sia  la  curva  DAC  un  fcmicircolo  , farà  in  quello 
cafo  v' dx 1 +-  dy 1 = adx  , e però  la  forinola-, 
i''  aa  — xx 

bxdx  . , ed  integrando  ( per  lo  num.  31.  ) farà 
V aa — xx 

— b v aa  — **+-/,  ma  fatta  x = o , farà  f — ab  , adun- 
que l’integrale  compito  fi  trova  efiere  ab  — b V aa  — xx, 
e polla  x — a , rifpetto  a tutta  la  luperficie  della  metà 
dell’  unghia  , farà  ella  fuperficie  = ab  . 

cc  2 Sia 
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Sia  la  curva  D AC  la  parabola  dell’equazione  yy  — 

a — x , farà  \s  dxl  + dy1  — \dx  y 4 a — 4*+-  1 , e però 

a — x 

la  forinola  bxdx  y/47  — 4x4-  1 , il  di  cui  integralo 

a — x 

dipende  dalla  quadratura  dell’  iperbola  , adunque  dallo 
fletta  quadratura  dipenderà  la  fuperficie  dell’unghia. 


ESEMPIO  XLVII. 

142.  Sia  il  conoide  parabolico  generato  dalla  rota- 
zione della  parabola  A DH  con  le  coordinate  in  ango- 
lo obbliquo  ( Fig.  7.  ) attorno  all'  alle  A C,  la  di  cui  equa- 
zione è ax  — yy  . Si  foftituifea  nella  forinola  delle  fu- 
perficie , che  a quello  cafo  compete  , cioè  nella  forino- 
la cay  l^dx1  +•  dy1  + 2 edxdy  il  valore  di  dx  dato  per  dy 

rm  m 

dall’ equazione  differenziata  della  curva  , e fi  trasforme- 
rà in  quell’ altra  icnvdy  v yy  +■  aey  +•  aa  , il  di  cui  inre- 

arm  m 4 

graie  fi  trova  effere  in  parte  algebraico  , ed  in  parto 
logaritmico  . 

1421.  Coerentemente  al  metodo  efpoflo  delle  qua- 
drature , rettificazioni  ec.  lartbbe  quello  luogo  oppor- 
tuno 
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tuno  per  dare  altresì  le  formole  de*  centri  di  gravità  , 
di  ofcillazione  , e di  percuflìone  , rna  flimo  meglio  di 
ommetterle  , includendo  elle  necelTariamente  alcuni  prin- 
cipi di  Statica  , dei  quali  non  fuppongo  informati  i miei 
Leggitori . 


CAPO 


8.8 


ISTITUZIONI 


/ 


CAPO  IV. 

Del  Calcolo  delle  Quantità  Logaritmiche  , 
ed  Efponenziali . 

144.  ^^Uantità  efponenziali  ( giacché  altrove  ab- 
battane è fiato  detto,  cofa  fieno  le  logaritmiche)  Il 
chiamano  quelle  , che  fono  elevate  a qualunque  potetti 
indeterminata  ; tali  farebbero  axy  y*  ec. , gli  efponenti 
delle  quali  x , z fono  quantità  indeterminate  , e però 
il  calcolo  , che  verfa  fopra  quelle  tali  quantità  , chia- 
mali calcolo  efponenziale  . 

145.  Ma  di  più  gradi  fono  le  quantità  efponcn- 
ziali  ; fi  dicono  del  primo  grado  quelle  , i di  cui  efpo- 
nenti fono  indeterminate  ordinarie  , come  fono  appun- 
to le  quantità  ax  , yz  . Del  fecondo  grado  fono  quelle, 
gli  efponenti  delle  quali  fono  eli.  pure  quantità  efpo- 

nenziali  , come  farebbe  a** , , intendendo  la  x ele- 

vata alla  potettà  t , e la  z alla  potettà  p . Del  terzo 
grado  fono  quelle  , che  anno  per  efponente  una  quan- 
tità efponenziale  del  fecondo  grado  , e cosi  di  mano  in 
mano  coll’  itteflò  ordine  . 

146.  Ma  qui  fa  d’uopo  richiamare  a memoria- 

ciò  , 
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ciò  , phe  è (Iato  detto  al  num.  11. , cioè  , che  ' /* ady  — Iy 

J y 

nella  logaritmica  della  fott ingente  — a ; adunque  il 
differenziale  di  ly  farà  dy  moltiplicato  nella  fottangentc 

y 

della  logaritmica,  in  cui  fi  prende  il  logaritmo  ; cosi  il 

differenziale  di  l \/ aa — xx  nella  logaritmica  della  fot- 
tangente = 1 farà  — xix  , e generalmente  il  diffe- 
rii— xx 

renziale  d’una  qualunque  quantità  logaritmica  farà  una 
forinola  compoila  del  differenziale  della  quantità  molti- 
plicata nella  fottangente , e divifa  per  la  quantità 
fieffa  . 

147.  Ciò  poflo:  abbiali  da  differenziare  la  quantità 
logaritmica  lm x ( la  m è efponente  del  logaritmo).  Si 
ponga  lm  x — ym  , adunque  farà  / x — y , e dx  — dy  ; 

X 

ma  il  differenziale  di  lm x farà  mym~'dy  , cd  cyrn~'  ~ 
Jm-'x;  adunque  follituito  il  valore  in  luogo  di  y.  , e 
dy  dato  per  x , farà  il  diff -renziale  di  lmx  — 
m lm~lx  )<  adx  t fuppolla  = a la  fottangente  della  Ioga- 

X 

ritmica;  o pure  m lm~l x X dx_,  fuppolla  effa  fottan- 

• X 

gente  — i • 

148.  Che  fe  foffe  da  differenziarli  l>*x”  ; fat- 

ta 
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ta  x*  — z , farà  lmz  , ed  il  differenziale  Farà 
«j lm ~ 1 z X dz  ; ma  dz  = nx”-'dx , adunque  foftituen- 

Z 

do,  il  differenziale  della  propofta  forinola  lmxH  farà 
nm  lm“ 1 xn  X dx  . 

149.  Abbiafi  da  differenziare  la  formola  llx  . Si 
ponga  l x—y  , e però  llx  — ly  \ adunque  farà  dx  — dy 

X 

nella  logaritmica  della  fottangente  = 1 ( il  che  s’inten- 
da ogni  qual  volta  effe  fottartgenti  non  fiano  cfpreffe  ) ; 
ma  poiché  // *•  = ly  , il  differenziale  di  llx  farà  dy_, 

y 

adunque  polli  in  luogo  di  y , e di  dy  i valori  dati  per 
x , farà  dx  il  differenziale  della  propolla  formola  . 

X l X 

Ma  più  generalmente  fia  lmlx  da  differenziar  fi . 
Pongo  Ix-y  , e però  lmlx  - lmy , e dx  = dy  \ ma^ 

X 

il  differenziale  di  lmy  è mlm~'yXdy  ; adunque  foflituiti 

y 

\ valori  in  luogo  di  y , e di  dy  dati  per  x , farà 
mlm~'lx  X dx  *1  differenziale  cercato  . 

7fx 

Più  generalmente  ancora  . Sia  da  differenziarli 
x . Pongo  lmx  —ym  , e però  /*  = y , e dx~dy  ; 

X 

ad  un- 


* 
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adunque  farà  /"/'»*  = /»y*  . Ma  il  differenziale  di 

l”ym  è mnln~l ym  X dy  , adunque  fatte  le  foftituzioni  ». 

• " • 

y 

fara  mnl"~l  lmx.X  dx  il  differenziale  cercato. 

**  • • 

X 1* 

■ Quanto  al  modo  di  differenziare  le  quantità 

efponenziali . Sia  la  quantità  z*  da  differenziarfi  . Pon- 
go z*  — tt  farà  in  confeguenza  lzx  = It , ma  per  Io 
num.  14.  /z*  = */z;  adunque  farà  xlz  — lt  , e però 
differenziando  dxlzi-xdz~dt  , ma  t — z*  , onde.. 

z r 

ixlz*  xdz  = dt , e finalmente  drnzx  ixlz  -t-  xz*~'  dz 
- — ■ • ™ 

z z*  . 

differenziale  cercato  . 

iji.  Sia  da  differenziarfi  la  quantità  efponenziale 

del  fecondo  grado  z*p.  Pongo  zxf  = t , adunque  farà 
xPlz-lt  , e differenziando  , il  differenziale  di 
xt  X Iz-b  xt  dz-=.  dtj  ma  per  Io  num.  antecedente,  il  dif- 

Z t 

ferenzialc  di  xP  fapiamo  effere  xPdpIx +- pxP~' dx  , 
adunque  farà'  xPdp  lx  +-  pxP~ldx  X lz  4-  xfdz  = dt , 

* * t 

ma  f = z*f  adunque  farà  dt  = zxt  xPdplxlz  +■ 

%xf,pxP~l  dx l z 4-  zxt z-1  xPdz> differenziale  cercato. 

Nello  fleffo  modo  fi  proceda  intorno  alle  quantità 
efponenziali  di  qualunque  altro  grado . 

. Jjx. 
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152.  indiamente  fi  averanno  i differenziali  delle 
•quantità  , che  fono  il  prodotto  di  quantità  efponenzia- 

li , per  efempio  di  xfyu  , imperocché  il  differenziale  di 
quella  farà  il  prodotto  di  x?  nel  differenziale  di  yu  , 
con  di  più  il  differenziale  di  at^  in  ; ma  i differen- 
ziali di  xP  , ed  y » fi  fanno  trovare  , adunque  ec. 

153.  Dall’ordine,  con  cui  procedono  i differenziali 
logaritmici , fi  poffono  cavare  alcune  regole  per  la  in- 
tegrazione delle  forinole  differenziali  logaritmiche  ; ed 
in  primo  luogo  que’  canoni , che  fervono  per  la  inte- 
grazione delle  quantità  differenziali  ordinarie , ferviran-  « 
no  ancora  per  le  quantità  differenziali  logaritmiche  a_. 
loro  firn  ili  , purché  quelle  fieno  in  oltre  divife  per  la_. 
variabile,  e l’integrale  di  quelle  farà  lo  Hello  dell’in- 
tegrale di  quelle  , ponendo  folo  in  quelle  in  luogo  del- 
la incognita  , o fua  potefià  , il  logaritmo , 0 potellà  del 
logaritmo  dell'incognita  lleffa  , ed  il  tutto  dividendo 
per  la  fottangente  della  logaritmica  . 


Cosi  poiché  . l’integrale  di  mx”,-,dx  è. ,,  farà 
pure  l”x  l’integrale  di  mlm-'x  X dx  . * 

T“  • 

indiamente  poiché  J' x~ldx  - l x , farà  pure_> 
ri-i  x X dx  y o fia  f dx  — llx  , fuppofla  la  fottan- 

J x X l k 

gente 


— 1 . 
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E poiché  J' ydy  IX  gg  -t -yy  ~ qg-^-yy  * y farà  pure.» 


* 1 
I 


f 1 y v aa  +-  lly  X dy  = aa  +-/»>»  . 

y \ 

* Sia  da  integrar*!  mlm-'IxX  dx  .Pongo  lx=y  ; 


**  * 


adunque dx_—dyye  fattala  foftituzione,  farà  mlm-lyXdy; 

ina  1 integrale  di  mym~‘ldy  fi  fa  efìferc  ym  , adunque  . 
l’ integrale  di  mlm-'y  Xdy_  farà  lmy  ; ma  y = lx , t_. 

y 

però  ly  — llx  t c lmy  = /»>/#  ; adunque 
r mlm~'lx  Xjx_  - lmlx  . 

J xlX 

Sia  timi"—  * xm  X dx  . Pongo  xmzzy  , e però 
* * * 

d*  = dy ; fatte  le  fofiituzioni  , farà 

mxm~  * 

«w/»-'  '>.X  dy  , cioè  nml'-'y  X dy  , o fia 
mx™-1  X x m • y 

ni*-* y X dy,  il  di  cui  integrale  è l”y  , adunque  re- 

y 

flitulto  il  valore  di  y y farà  /* nml”—  'xm  X dx  — l”xm 

j ~ 

Sia  »w/"~  1 /” x X dx  . Pongo  /#  , dun- 

*1* 
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que  dx  - dy  , e lm  x -ym  ; fatta  la  foftituzione  , Cari 

ttmln-'ym  Xdy  » m?  l’integrale  di  quella  è l”ym , 

y 

adunque  rcflitòito  il  valore  , farà 
J'nmln~  'lmxXJx^=l”l'Kx  • 


154.  A ciò  aggiungo  una  regola  generale  per  la 
integrazione  della  forinola  yml”ydy  , e dico,  che  fara  . 
generalmente  ry'H'ydy-y”*  1 l”y-ny"+- ' al*-^  . 


» Xn-iXy^  1 aal”~1y  — 

5 

m+  I . 

— ec-  » c cos>1  conti* 
• m • 1-  1 

novando  in  infinito  con  la  llefla  legge  , che  da  fe  è 
manifefla  . 

Quindi  fe  l’efponentc  n fara  un  numero  intiero  , 

e pofitivo  , è facile  il*  vedere  , che  la  ferie  s’ interrom- 
perà , ed  in  confeguenza  fara  dato  in  termini  finiti  1 in- 
tegrale della  propofta  forinola  . #* 

Sia  per  cagione  d’efempio  n-  2 ; farà  dunque 
n — 4 = o , e però  farà  zero  il  coefficiente  del  quarto 
termine  > e de*  luffeguenti , per  edere  ciafcuno  molti- 
plicato 
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plicato  per  n — 1 . Così  fe  farà  n — 3 , s’interromperà 
la  ferie  nel  quinto  termine  ; e così  degl’ altri  ec. 

Sia  n — 2 , m zz  t , onde  U formola  d'integrarft 

« • 

fia  yllydy  ; farà  adunque  zero  il  quarto  termine  , ed 
ognuno  de’  fufleguenti , e però  l’integrale  farà 
yyl'y  — tyya ly  +-  2 yyaa , cioè  iyylly  — layyly  +-  aayy  . 

» 4 V ' • 4 

Che  fe  folle  w = — 1 , farebbe  inutile  la  ferie-.  , 
perchè  farebbe  w»+-i=o  , il  che  rende  infinito  ciaf- 
cun  termine  , ma  in  quello  cafo  non  v’  è bifogno 
della  ferie  , giacché  fi  fanno  integrare  quelle  formolc, 
per  le*  cofc  dette  di  fopra  . 

Rimane  , che  di  tale*  regola  fe  ne  dia  la  dimofira- 
zione;  per  Io  che  fare  fi  ponga  lyzz  z,  c però  adyzzdz  $ 

. y 

farà  adunque,  fatta  la  folìituzione , yml"ydy  — ymzndy} 
ma  ymz”dy  — ym  z”dy  +•  n ym+~  1 zn~  1 di  — 

• m + I 


n ymzH~' ady  — n \ n — 1 X ym'f'  ' Z ” “ 1 adz  +> 
mJf  1 


m +-  1 


n X n—\Y^ymzu’~xaady  ec.  , e così  in  infinito  , per- 

% 

m +-  1 

chè  in  quella  guifa  ciafcun  termine  , toltone  il  primo  , 
fi  difirugge  dall’ immediatamente  fulTeguente , appunto 

per 
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v | 

per  eflere  dz  = . Ora  poiché  quella  tal  ferie  infini- 

~ . 
ta  è integrabile  , prendendo  i termini  a due  a due  , im- 
perciocché l’integrale  del  primo*,  e fecondo  termine 
è ym  +■ 1 z"  ; del  terzo  , e quarto  è — anym+m  1 ; 

m¥  i . • * 

m- 1-  i 


del  quinto  , e feflo  è aan  X n — i X ym+m  1 z " — 1 , e 


m +-  i 


così  di  man9  in  mano  ; rellituito  in  quelli  integrali  ly 
in  luogo  di  z , troveremo  finalmente  eflere  * 

/yml” ydy  — ym  ■*“  1 /" y — anym+m  1 'y  -f.,  . 

m +-  i * 


m +•  i 


<77«X«  — »X  Vm+m  'l”~ 


m +■  l 


*y—a'nXn—iXn—*ym*“tln-iy. 

* 4 

m 4-t 


155.  L* artifizio,  con  cui  fi  ritrova  la  fuddetto 
ferie , può  eflere  il  fegucnte  . 

M’immagino,  che  l’integrale  di  yml*ydy  fia_. 
ym-h  i/»y  9 quale  appunto  farebbe,  fe  l”y  non  follo 

m - 1-  i • • 

quantità  variabile , ma  polla  la  fottangente  = a , il  dif- 
ferenziale di  eflò  integrale  è yml"ydy+-nymal”~'ydyt 
. m+- 1 

il  quale  fi  trova  maggiore  della  propolla  forinola,  quan- 
to 
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to  è vvK al"-' 1 ydy  ; adunque  l’integrale  aflunto  è mag- 


ra +•  i 


giore  del  dovere,  quanto  è l’integrale  di  ttyal”  — 1 ydy , 


ra  +-  1 


e però  l’integrale  di  quello  fi  dovrà  fottrarre  dall’inte- 
grale fuppofio . 

* E qui  di  nuovo  m’immagino,  che  l'integrale  di 
nymalr—  ' ydy  fia  nvm  1 al”  — 1 y*,  onde  l’integrale-» 


ra  +- 1 


vi  +•  x 

della  propofia  formola  venga  ad  oflere 
ym-+-!/ny  — nym+~  lal"~  'y  . Ma  differenziando 


ra  +- 1 


ra  -t-  x 

nym+m  'al”~  'y,  fi  à nym a l"—  'ydy  +- 


ra  +- 1 


ra  4-  1 


» X »■*-  1 X vmfl!  l”~~1ydy  ; adunque  l’integrale  di 


« 1 

m +- 1 


nym  al"  — 1 ydy  non  è tiymaln~lyì  ma  è maggiore 
ra  4-  1 


ra  4-  x 


del  dovere,  quanto  è l’integrale  di  »X« — 1 Ysym  aaln~1ydyt 

* . ra  4- 1 » 

adunque  fi  è fottratto  troppo  ; e però  bifognetà 
aggiungere  quello  integrale  , il  quale  nuovaménte  m’im- 
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inagino  , che  fu  » X » — i X y m 1 aa  ln  *y  » *^un' 


• m +•  i 

que  farebbe  l'integrale  della  propofta  formola 

m i 

ym-t- 1 i*y — tiym+‘  ' a ln~  'y+-»X» — tXym4“  laaln~‘,yc c., 

m +-  i * ■ 1 

m +-  i m ■*-  i 

e così  con  lo  lìefTo  ordine  procedendo  fi  continoverà 
la  ferie  in  infinito  . * 


Si  poflono  anco  avere  gl'integrali  delle  for- 
inole differenziali  logaritmiche  per  via  di  ferie  , che 
non  contengano  quantità  logaritmiche , ma  fole  ordina» 
rie,  le  quali  ferie  però  non  s’interrompono  mai,  e fo- 
no fempre  infinite..  * 

Sia  adunque  da  intcgrarfix/xX^-  Pongo  at=z  +-  a, 

foflitucndo  farà  dx , ma  per  lo  num.  70» 

, • 

Jz+-a  = z — zz.+-  z’  — JS_  cc.,  fuppofta  la  fottan- 

a zaa  3<j’  4 a* 

gente  = 1 , facendo  adunque  1*  attuale  moltiplica  , avere- 
mo  z-t-alz-1-aX.dz  — 
zdz  +•  zzdz—z'dz  +• z*dz  —z'dz  ec. 
a 2 aa  ja*  43* 

—izdz+-%'dz—%*dz  + z'dz  , . -< 

2*  4«’  5<*4 

cioè 
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cioè  zdzi-zzdz — z'dz- t-z*dz — z'dz  ec. , ed  integran- 
2 a 6aa  i2a>  20  a* 

do  Cara  zz+-  z*  — z*  +.  z * — z‘  ec.  := 

2 6a  z^aa  <foj*  1203* 

J'z-*-alz-*-aXdz. 

Che  fe  la  formola  Torte  xmlxdx  , cioè 

- m - 

z-ha  fz+-aXdz  , fi  dovrebbe  moltiplicare  la  ferie 

m 

efprimente  il  logaritmo  nella  poterti  z 4 -a  . E fe  di 
più  forte  anco  il  logaritmo  elevato  a poterti  , come  a_« 

m 

dire  xml"xdx  , cioè  z-t-a  lHz+-a  X <fz,bifognerebbc  in 
oltre  tlevare  alla  poterti  » la  ferie  infinita , che  efpri- 
me  erto  logaritmo  , e fare  il  rimanente  come  fopra . 

157.  Le  equazioni  o formole  differenziali  affette 
da  quantiti  logaritmiche  bene  fpeffo  ammettono  inte- 
grazioni , che  fono  geometriche , e dipendono  da  qua- 
drature di  fpazj  curvilinei,  che  facilmente  fi  deferivono, 
fuppofia  la  logiltica  . Eccone  alcuni  efempj  feelti  fra  i 
più  femplici  . 

Sia  l’equazione  dy  l y — dx  , e nella  logaritmica.» 
deferitta  ( Fig.  42.  ) pongafi  CD  —y  , c prefa  la  fottan- 
gente  per  unità,  avremo  AC , o HD  — ly ; onde  il 
rettangolo  infinitefimo  DG,  la  di  cui  bafe  GH—FE  — dy , 
farà  — dy  l y y ma  quello  rettangolo  fi  è 1*  elemento 

e e dell* 
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dell’area  crefcente  BDH  , dunque  la  fomma J' dy  l y ò 

eguale  alla  detta  area  BDH  . 

\ **  * 

Di  fatto  l’area  fteffa  fi  eguaglia  al  rettangolo  AD 
meno  lo  fpazio  logaritmico  ABDC ; ma  quello  fpazio , 
ficcome  è noto  , fi  mifura  dal  rettangolo  ABXCD—y, 
dunque  l’area  BDH  — C dyly—yly—y,  ficcome 

pure  può  trovarfi  per  via  d’analifi  . 

Confiderò  un’altra  formola  dy  l1  y — dx  . Il  primo 
membro  altro  non  è , che  il  folido  generato  dalla  fluf- 
fione  HG  moltiplicata  nel  quadrato  dell’ordinata  GF, 
il  qual  folido  è analogo  all’elemento  del  conoide  gene- 
rato dall’area  BDH  girata  attorno  I’afle  £G,  dunque 

l’integrale  J'  dylly—ylly — xyly  + ry  rta  al  detto 

conoide  in  data  ragione  . 

Più  generalmente  abbiafi  dylmy  . Alzata  l’applica- 
ta HD  alla  poterti  m ( effendo  l’indice  m un  numero 
affermativo  , o negativo  , intiero , o rotto  ) ballerà  , 

m 

che  l’ordinata  HAf  facciafi  eguale  alla  dignità  HD  , 
e che  per  lo  punto  M , ed  altri  infiniti  in  fimil  manie- 
ra determinati  paffi  la  curva  B MN , per  confeguire  , 

che  l’area  BMH  = MHXdy  fia  eguale,  o ana- 


loga all’integrale  J~ dy  lmy 


Mag- 
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Maggiore  difficoltà  non  fi  incontra  quando  anche  nella 
efpreflìone  ci  fi  parano  avanti  i logaritmi  dei  logaritmi.  Pro- 
pongali dylly  — dx  ; giacché  A C e.  il  logaritmo  di  CD, 
fe  fi  adatterà  nella  logiiìica  la  nuova  applicata  IL  eguale 
all* affida  A C , farà  AI  il  logaritmo  di  IL,  e confegutn- 
temente  il  logaritmo  del  logaritmo  della  CD.  Si  proroghi 
la  retta  IL  fin  a tanto  , che  tagli  la  HD  parallela  , ed 
eguale  ad  AC  nel  punto  K , per  cui , ed  altri  infiniti 
fimilmente  determinati  palli  una  nuova  curva  delinea- 
ta relativamente  alla  logillica  : dico  , che  la  quadratura 
dello  fpazio  fpettante  ad  ella  curva  ci  dà  l'integrale 
della  formola  dylly  — dx  . 

In  altro  modo  : piglio  la  differenza  della  quantità 
ylly  t cioè  dy  lly+-  dy  , ed  aggiunto  nella  nollra  ef- 
■ ly  * ’ • • ; 

prelfione  da  ambo  le  parti  il  termine  dy  , fi  à dy  lly  +-. 

ly 

dy  = dx  +■  dy  , ed  integrando  t ylly  — x +•  C dy~.  Po- 
ly  ly  J ly 

fla  dunque  all’ affida  AH  l’ordinata  corrifpondente 
ragion  reciproca  di  HD  — lyt  nafeerà  una  curva,  il 
di  cui  tetragonifmo  efprimerà  l’integrale  r dy  . E ciò 

- > .v  ly 

baderà,  onde  fi  veggi  l’andamento  del  metodo  . 

ij8.  Patterò  ora  alle  integrazioni  delle  formolo 

e e 2 dif- 
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differenziali , che  contengono  quantità  efponenziali , e 
fia  da  integrarfi  xKdx  . Pongo  x — i +■  y , ( prendo 
l’unità  per  una  qualunque  collante  ) farà  dunque-» 
xxdx  = i +^‘  *~y  dy  ; ciò  porto  , faccio  in  oltrc_» 

i +-y 1 +"*—  i +. u , adunque  farà  i *-y  l ij-y  — ^ *•+-«» 
e però  convertiti  in  ferie  pel  num.  70.  i due  logarit- 
mi, e fatta  1*  attuai  moltiplica  per  1 +-y  della  prima  fe- 
rie , averafli  y 4-  yy  — yj  +•  y_*  — 2.’  ec*  = 

*7  7 1»  *0 

w__ttK+.  u> — «♦+-«’  ec.  Indi  faccio  una  equazione 

7 7 T 7 

fittizia  , e fuppongo , che  fia 

u—y-*-Ayy+-By,-t-Cy*4~Dy'  ec.  , 

( A , B , C , D ec.  fono  quantità  da  determinarli  ) 
e però 

uu—yy  4-  1 Ay’  +-  A Ay*  +•  ì A By*  +•  BBy*  ec. 

4-  2 By*  +•  aCy5  4-Dy* 

u*  —y*  4-  $Ay*  4- $ A Ay*  ec. 

+*  3 By* 

• 1 

* t 

«♦  — y*  4-  ^Ay*  cc. 

«’  ec., 

adun- 
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adunque  farà  u — ««+*  «'  — u*+-  ec.  z: 

7 7 7 7 

y +•  Ayy  4-  By  • +•  Cy  * +•  5 ec. 

\yy — -Ay'  — ~AAy* — ABys  ec. 

— By*  — Cy 1 ec. 

■H-jy'-f*  Ay*  + AAy'  ec. 

+■  By'  ec. 

— “ — Ayf  ec. 

^ ec. 


Ma  poiché  «•—  uu^~ul — ul  ec, 

~ y +-  yy  — y1  y*  CC.  , farà 

i 6 it  io 

y +■  Ayy  ■*-  By 1 +■  Cy  * +■  Dy 1 ec. 

— ijy— vfy  * +ì  Ajy*-  nsy'  ec. 

— By* — Cy'  ec.  —y+-yy — y*  +-y* — yi  CC. 

. < 77”  


6 it 


10 


+-  ~y  * «*•  jfy  *+■  ' ec. 

+-  £> 1 ec. 
— ly*—Ay'  ec. 

cc. 
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E riducendo  l’equazione  al  zero,  farà 
y 4-  Ayy  +■  By  * +■  Cy 4 4-  Dy  ' cc« 

i AAy- — ABy ! ec. 
— By4  — Cy*  ec. 


ir 


Ay 4 +-AAy'cc. 
4-  By  * ec. 


o. 


4 


>4 


— Ay  « ec. 
4-  j y'  ec. 


— y — yv  4-  v'  +-  y4  +-  y 1 ec. 

i 6 i*  io 

Quindi  dal  paragone  al  zero  de’  primi , fecondi,  terzi  ea. 
termini  troveremo  il  valore  delle  allume  At  B,C  ec. , 

che  faranno  J— = C = ~ t D — . Adun- 

que , podi  quelli  valori  in  luogo  delle  majufcole  , avcre- 

mo  I 4-  « = l4.^,-t->  = I4-Jf4-^4-^,4-~>44-^*CC., 
onde 

1 4-  y ,4*  ìdy  b dy+  ydy+-  yyiy  4-  y * dy  4-  -y  y 4 dy+-  ^ y’dy  ec., 
cd  integrando  , farà  finalmente 


T 


i 4-y 


1 +~ydy  —y  + yy-i-  y*4-y44-  y5  4-  y‘  ec. 

~ ì » "*j  7* 

. In  altra  maniera  ancora  fi  troverà  l'integra- 
le 
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le  della  formola  xKdx  . Pongo  xx  — 1 +-y  , adunque.» 

x l x — l 1 -t-  y ; riduco  in  ferie  / 1 +■  y , e farà 

li-t-yzzy — yy+.y'—  y*-t-y'  ec. 

*14  s 

Ciò  pollo, fi ngo^cr/ 1 +-y+-Alli+-y+~Bl'n-y+‘ 

C l*  1 +-y  DI'  1 -hy  ec. , ( A,  B,  C,  D ec.  fono  quantità 
da  determinarfi  ) adunque  farà 

y—  1 1 +-  y +-  A l1 1 +-y+-  B l*  i+-y+-Cl 4 i+- y D l'  i+- yec. 
yy  — ll  i 4-7  4.  za  /’ 1 +-  y 4-  AAl * 1 +-y  4-  zABl!  1 +-y  ec. 

4“  2B l*  1 +-y  4-  tCl'i  +•  y ec. 

yl  ==  /*  1 4 -y  4-3  A l*t  4 -y  +■  3 A Al'  i 4-  y ec. 

4-  3 B / ' 1 4-7  ec. 

y*  zzi*  1 +•  y + 4 A l * 1 y ec. 
y*  zzi'  1 *—  y ec. , 

e però  7 — 4-y’ — .y4+')',  ec. , cioè 

T T 4 5 

li~Tyzzl  1 4-/4-  1 4-74- B/’  1 4-74- C74 14-74-  D/*  14-7  ec. 

— -i  /*  1 4-7 — 1 4*  7 — ^^/4  i+y—ABÌ'i+y  ec. 

— Bl*i+-y — C l'i+y  ec. 
4.  I'  u-y  ■*-  A l*  1 4-74-  ^/5 14-7  ec. 

4-  B / 1 1 -h  y ec. 
— /4  14-7  — Al'  1-t-yec. 

4-  -j  ls  1 4-7  ec. 
Quindi 
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Quindi  riducendo  l’equazione  al  zero  , dal  paragono 
al  zero  de’  primi , fecondi , terzi  ec.  termini  trovere- 
mo il  valore  delle  affante  A , B , C , D , ec, , cioè 

» c=  z » D-  ih  cc-  » onde  farà 

i4-jr=n-  /n- /»  r •-  /*i  +-jm-j^/4i  l+7Kì 

ma  1 1 y—xl x , ed  i-h^zza?*;  adunque  fatte  le  fofli- 
tuzioni,  e moltiplicando  per  dx,  farà  xx  dx  — dx  ■*- 

xdxlx*~  - xxdx  b x +-  7 a?’ dxl' x +-  7 x+  dxl*x+-  ~x’  dx/’xcc., 

1 0 14  no 

ed  integrando  con  le  note  regole  di  fopra  fpiegate  , 
farà  finalmente  f'  xxdx  — x+-xxlx — xx+x'llx  — 

J > T « 

a:  ’/v  +-  x 5 +-  x*l'  x — x*l'-x+-  x*Ix — x 4 ec. 

S<  »7  M ]i  fi4 

160.  Ma  per  dire  in  oltre  alcuna  cofa  intorno  alla 
coflruzione  delle  curve  efprefle  da  equazioni  logaritmi- 
che, ed  efponenziali . Debbafi  in  primo  luogo  deferivere  la 

curva  dell'equazione  x —l  1y  : fia  BD  ( Fig.  43.  ) lo 

I 

a~% 

logritmica  , in  cui  fi  prendano  i logaritmi  della  propo- 
fìa  equazione  , la  di  cui  fottangente  fia,  per  efempio, 

— a~  AB  ; ciò  pollo  , prefa  y — a —AR , il  logaritmo 
di  y farà  = o , e però  x = 0 ; adunque  fatta  ( Fig.  44.) 

MN  ~ 
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MNzzy  — a,  farà N un  punto  nella  curva.  Prefa y minore 

_5 

di  AB,  farà  ly  quantità  negativa  , e però  l ' y quantità 
immaginaria  , per  eifere  il  2 indice  pari  di  radico 
di  quantità  negativa  , onde  x farà  immaginaria  ogni 
qual  volta  fia  y minore  di  a.  Prefa  y maggiore  di  AB 
per  elempio'  = CD  , farà  AC—ly-,  ma  per  l’equa- 

» 1 

zione  data  , è a 1 , l 1 y ::  ly  , x , cioè  a , v'  aly  :: 
ly  , x\  adunque  fatta  MP  — CD,  fe  prenderai  PH 
eguale  alla  quarta  proporzionale  di  AB,  della  media., 
tra  AB,  ed  AC , e della  flelTa  AC,  farà  effa  —x, 
ed  il  punto  H nella  curva  . In  quello  modo  fi  troveran- 
no quanti  punti  fi  vogliono,  e defcriverafli  la  curva,  la 
quale  anderà  in  infinito  , come  è facile  a conofcere  . 

Per  avere  la  fottangente  della  data  curva , prendo 
la  formola  differenziale  ydx  delle  fottangcnti  ; diffc- 

dy 

renzio  1*  equazione  della  data  curva  , e trovo  dx  = 

? — » 2. 

~ l 1 y X a 1 dy  ì fatta  la  fofiituzione  in  luogo  di  dx  , 

y 

1 1 

averafft  effa  fottangente  = = ^ax  = 

ily 

* 1 

3 a 1 x * 

f f Averà 
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Avcrà  pure  la  noftra  curva  un  Aedo  contrario  f 

per  ritrovare  il  quale  prendo  le  feconde  differenze-» 

della  data  equazione  , fuppoiìa  dx  collante  , c ritrovo 

■ l 1 ~ 1 - — 

1 a~  yl  1 yXddy*-±a'dyll  y—'\a*dy'lx  y - o , 

yy 

IL  J -_i 

e però  ddy  — d a 1 dy1 1 1 y — ~ <j  1 dyll  v y \ Per  1° 

i t 

lo'yl'y 

metodo  de*  Aedi  contrarj , deve  edere  ddy  — o ; adun- 

_i  _i  1 ~L 

que  farà  ~atdyllty  — ]-a  1dyll  * y — o , cioè 

i 

l T y — 1 ai  » y — o , cioè  ly  = \ a , farà  adunque  il 

Aedo  contrario  allora  quando  Ha  ly  — a . 

% 

Se  la  propoda  curva  da  defcriverfi  farà  xlx=yt 
rifoluta  l'equazione  in  analogia  , farà  i t Ix  ::  *,  y , e 
fi  coftruirà  in  fitnil  modo  . 

I 

E fc  fode  xx Jx  =y,o  pure  x>  lx=y,  o x » Ix-y , 
o più  generalmente  x”  l x — y , edendo  « una  qualun- 
que poteftà  intiera  o rotta  di  x ; rifoluta  illcdaraentc 
l'equazione  nell’  analogìa  i , / x : : x”  , y , e prefa  nel- 
la logaritmica  una  qualunque  C D zz  x , onde  fia_» 

a AC~ 
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AC—lx\  il  moltiplo  di  AC  fecondo  il  numero  n , fe  è 
Intiero  ; il  fubmultiplo,  fe  è rotto  , ci  darà  la  corrifpon- 
dcnte  ordinata  nella  logaritmica  flefla  , che  farà  a?", per 
la  proprietà  della  logaritmica . 

Che  fe  la  curva  contenelTe  quantità , che  fodero  il  lo- 
logaritmodi  logaritmo, come fefofle  x”llx=y,  facilmen- 
te fi  avcrebbe  nella  logaritmica  la  linea efprefla  per  llx  pren- 
dendo una  qualunque  CD  = x (Fig.  43.)»  onde  fu  AC—lxy 
ed  indi  polla  AC  per  ordinata  in  (ar);  imperocché 
farà  Aa  il  logaritmodi  (ac),  cioè  llx  , come  ancora  è 
flato  avvertito  al  num.  157. 

161.  Dibbafi  coflruire  la  curva  efponenziale  dell' 
equazione  x * — y . Adunque  prendendo  i logaritmi  , 
farà  xlx  — ly . Però  defcritta  ( Fig . 4^.)  la  logaritmica 
PAB  con  la  fottangente  AD  — 1 , e prefa  una  qua- 
- lunque  CB  — DEd.x , farà  DC—lx\  adunque  poi- 
ché l’equazione  ft  rifolve  nell’analogia  1 yx::lx,ly, 
il  quarto  proporzionale  di  AD  , BC , e DC,  che  fia 
per  efempio  D Af,  farà  ly  ; adunque  MNzzy  , e però 
fe  farafli  E F — MN , farà  DE  — x,  E F — y , ed  Fun 
punto  della  curva  da  delcriverfi  . 

La  curva  taglierà  l’ afintoto  HM  in  H , fatta-. 
DH  — DA\  imperocché  polla  x — o , farà  ly  — o , 
cioè  y eguale  alla  fottangente  DA  . Similmente  polla-. 
x — 1 — DA  , farà  lx  — o , e però  ly  — o , cioè 
y — DA\  fatta  adunque  AG  = DH,  farà  G un  punto 
in  curva  . f f 2 Dal 
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Dal  punto  H alzando  l’applicata  HP  alla  logaritmi» 
ca  , e conducendo  POR  parallela  ad  HD  , farà  0 R la 
minima  ordinata  y alla  curva  - Imperciocché  differen- 
ziando l’equazione,  farà  dx  +■  dxlx  — dy  , cioè^i#-»- 

y 

ydxlx  — dy  , ma  per  lo  metodo  de’  nudimi  , e minimi, 
deve  edere  dy  — o , adunque  ydx  + ydxlx  — o,  e però 
— / .v  — i — HD  — DA  . 

Effendo  ydx  la  formoli  generale  della  fottangente, 

IT 

e dall’equazione  data  della  curva  avendofi  dx—  dy  , 

foflituito  queflo  valore  nella  forinola  , farà  la  fottangen- 
te  per  un  qualunque  punto  della  curva  = i , e per  Io 

i 4-  / .v 

punto  G,  rifpetto  a cui  è a : — AD  , ed  in  confeguen- 
za  lx  — o , farà  la  fottangente  — \ — AD t fottangente 
della  logaritmica  . 

Rifpetto  allo  fpazio  : prendo  la  formola  generale 
ydx  ; ma  y — x v,  equazione  della  curva  , foflituito  adun- 
que nella  formola  il  valore  di  y , farà  xxdx , e però 

j'  xvdx  Io  fpazio  indefinito  HOFEADH  , il  quale, 

integrando  per  lo  nura.  1 59.  , farà  = 

AC4-  xxlx — xx+-  x ' l 1 x — x1  lx+-  x 1 +-x*I’  x — x*l'~x +-  x'ì  xtc. 

* 4 6 9 17  *4  ~ 

E 
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E prefa  x — AD  — i , farà  lx  — o , e però  lo  fpazio 
HOGAD  — i — i +;  i — i ec.  , 

4 *7  *5^ 

cioè  — i — i +-  i — i cc. 

T*  y 4 + 

i6i.  Sia  la  curva  dell’equazione  xv  — a , farà 
ylx  — la,  e però  fi  potrà  coftruire  per  mezzo  della_. 
logaritmica . Differenziando  l’ equazione  ylx  — la,  ave- 
remo  ydx-t-dylx  — o ( prefa  la  fottangente  della  Ioga- 

X 

ritmica  = i ) , e però  farà  dx  = — xlxdy  , adunque 

y 

la  fottangente  = — xlx  . 

163.  Sia  xx  = av  ; adunque  xlx—yla  , che  fi 
potrà  coftruire  al  folito  . Prefe  le  differenze  , farà 
dx^r-dxlx-  dyla  , e però  la  fottangente  = xlx  . 

1 -t-  lx 

Ma  poiché  y — xlx,  farà  ydx , cioè  l’elemento 
l a 

dello  fpazio -xlxXdx,  ed  integrando  per  lo  num.  154. , 
la 

1XX  l X XX  . 

4 la 

164.  Altre  quefiioni  ancora  poffono  proporfi  ap- 
partenenti ad  equazioni  efponenziali  ; come  , per  efefn- 
pio  , nelle  equazioni  efponenziali  compofte  di  l'ole  quan- 
tità 
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tità  cognite  , ma  con  gt'efponenti  incogniti , trovaro 
elfi  efponenti . 

Sia  adunque  cx  — abx~~ 1 , fi  dimanda  il  valore* 
dell’ cfponente  incognito  x , efiendo  date  le  a , b , c ; 
ferivo  c*  — bx~~  1 , adunque  farà  a ile — la  — x — i lb  , 

a 

e però  xl c — x l b — la  — lb  , quindi  x — la  lb  * 

le — lb 

itfj.  Altra  quefiione  farebbe  quefia  . Trovare  un 
numero  * tale  , che  fra  **  = a , e xx+t  - b . Adun- 
que per  la  prima  condizione  avererao  x Ix  — la  , c pe- 
rò x zzl_a  , o pure  lx-l^ . 

Ix  * 

Per  la  feconda  condizione  averemo  x+-  plx  - lb  , 
c però  farà  * = Ib  — plx  , o pure  lx-  lb  . Adunque 
Ix  x-hp 

farà  la-  lb  ,cioè  xla  +■  pla-xlb,c\obx=  pia  , 
X x +■  P l ^ a 

O pure  la  - lb  — plx  , cioè  Ix-lb  — la  .Ciò  pollo, 

lx  l * t ■ P 

mi  faccio  a feiogliere  il  feguente  problema. 

itfd.  Dato  un  vafo  di  nota  capacità  pieno  di  un_ 
qualunque  liquore , che  fia  per  demoio  vino  , fe  ne 
tftragga  in  un  forfo  una  data  quantità,  poi  fi  riempia 
d’acqua  il  vafo,  indi  del  liquore  ora  millo  d’acqua,  e 

di 
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di  vino  , fe  ne  eflragga  un'altro  forfo  eguale  al  primo  , 
e di  poi  fi  riempia  d’ acqua  il  vafo  , e nuovamente  fi 
efiragga  del  millo  liquore  un  forfo  pure  eguale  al  pri- 
mo , e cosi  di  mano  in  mano  fi  vada  con  la  llefia  legge 
ripetendo  l'operazione:  fi  dimanda,  quanti  fori!  bifognerà 
prendere  , cioè  quante  volte  bifognerà  ripetere  l’opera- 
zione , acciò  fia  nel  vafo  una  data  quantità  di  vino  . 

Sia  = a la'  capacità  del  vafo  , e fia  = b la  quantità 
di  ciaichedun  forfo  . Nel  primo  forfo  adunque  s’ertrae- 
rà  dal  vafo  tanta  quantità  di  vino  , che  farà  = b , ed 
altrettanto  s’infonderà  d’acqua,  onde  dopo  il  primo  for- 
fo farà  nel  vafo  quantità  di  vino  = a — b . 

Nel  fecondo  forfo  s’ertraerà  b di  liquore  mirto  , 
onde  per  avere  la  quantità  del  puro  vino  , che  in_. 
erto  forfo  s’ertrae,  fi  faccia  l’ analogia  : come  la  capacità 
del  vafo  (a)  fla  alla  quantità  d’un  forlo  (b)  , cosi  il 
vino,  che  è nel  vafo,  ( a — b ) al  quarto  ab  — bh  , farà 

a 

efio  la  quantità  del  puro  vino  , che  fi  à eftratto  net 

fecondo  forfo  , rimarrà  adunque  nel  vafo  quantità  di 

1 

puro  vinosa  — 2 ab+-  bb,  cioè  a — b . Pel  terzo  forfo 

a * 

facendo  pure  l’analogia:  come  la  capacità  del  vafo(<j) 
fìa  alla  quantità  d’un  forfo  (b) , cosi  il  vino,  che  è 
» » 

nel  vafo  , ( a—  b ) al  quarto  a — b X faià  erto  la 
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quantità  del  puro  vino , che  fi  à efiratto  nel  terzo  for- 
fo  , rimarrà  pertanto  nel  vafo  quantità  di  puro  vino 

1 1 . ■■■—  J 

a — b — b Xa  — b , cioè  a — b , e cosi  dopo  il  quar- 
ti a a na- 

to forfo  farà  nel  vafo  quantità  di  puro  vino  a — b , e 

a ' 

generalmente  dopo  un  numero  » di  forfi  farà  nel  vafo 

n 

quantità  di  puro  vino  a — b . Se  adunque  fi  voglia  fa- 

a *—  1 

pere , quanti  forfi  debbanfi  prendere  , acciò  nel  vafo  ri- 
manga una  data  quantità  , che  fia  per  efempio  a di 

m 


puro  vino  , faremo  l’equazione  a — b = a , la  quale, 

a*~ 1 m 

per  edere  n incogoita  , farà  appunto  efponenziale  . Ri- 
dotta per  tanto  l’equazione  ai  logaritmi  , farà 


, , - _ n ■ ----- 

J a — b — J a , cioè  ni  a — b — la  — Im  +-  * — ila  t 
an~~ 1 m 


o fia  ni  a — b — — Im-t-nla , e però  n — 


Im 


la  — la  — b 

con  che  farà  facile  avere  il  numero  « col  mezzo  delle 
tavole  logaritmiche  . 


FINE  DEL  TERZO  LIBRO. 
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**  W ^ Oichè  , data  una  qualunque  curva  , il  mo- 
do  di  ritrovare  la  di  lei  tangente  , fotto- 
tangente  , normale  , o qualunque  analoga 
linea  fi  chiama  11  Metodo  diretto  delle  Tangenti  ; cosi,  data 
la  tangente , fottotangente , normale , o qualunque  analo- 
ga linea  ; ficcomc  pure  data  la  rettificazione,  o lo  Ipazio  , 
il  modo  di  ritrovare  quella  curva  , a cui  compete  la— 
data  proprietà  della  tangente  , dello  fpazio  ec. , fi  chia- 
ma Il  Metodo  inverfo  delle  Tangenti  . 

Nel  fecondo,  e terzo  libro  fi  fono  ritrovate  le  ef- 
preffioni  generali  diff.  renzìali  della  tangente  , e delle 
linee  analoghe  , come  pure  delle  rettificazioni , e degli 
fpazj  ; adunque  paragonando  la  proprietà  data  della— 
tangente  , della  rettificazione  ec.  alla  rifpettiva  efprc Alo- 
ne, o formola  generale  differenziale,  nalcerà  una  equa- 
zione differenziale  del  primo  grado,  o di  grado  fuperio- 
rc  , la  quale  integrata  , o algebraicamente  , o fuppofie 
le  quadrature  , ci  darà  la  curva  , che  fi  ricerca  , ed  a 

gg  a cui 
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cui  compete  la  data  proprietà., Si  cerchi,  p et  efempio; 
la  curva  la  di  cui  fottotangentc  debba  edere  eguale^, 
alla  doppia  aflifTa  . Chiamate  Je  afflile  x , le  ordinare  y# 
la  formola  della  fottotangentc  è ydx  , adunque  farà  I’e- 

quazione  ydx  — ix.  Si  cerchi  la  curva  , il  di  cui  fpa- 

dy 

zio  debba  edere  eguale  a due  terzi  del  rettangolo  del- 
le coordinate  . L’elemento  dello  fpazio  è ydx  ; adun- 
que dovrà  edere  j~ ydx  — 2 xy,  e però  ydx  — zxdy  +■  2 vdx. 

Si  cerchi  la  curva  , la  di  cui  proprietà  fra , che  un 
qualunque  arco  prefo  dal  vertice  fra  eguale  alla  rifpet- 

ti va fottonormale.  L’cfpredione dell’ arco èj'i'dx'-*-  dyl  ; 


quella  della  fottonormale  è ydy  ; dunque  averemo 

dx  , ‘ 


i V'dx1+-dyi  = ydy  , e però  l/dxl  + dyl -ydxddy+-  dxdy 1 , 
dx  dxl 

( prefa  per  collante  dx  ) equazione  differenziale  del  fe- 
condo grado  . 

2.  Le  equazioni , che  in  quello  modo  rifultano , 
averanno  Tempre  , come  è facile  a vedere  , le  indeter- 
minate con  le  differenziali  tra  loio  mille  , c confu fe  , 
quindi  non  fi  fanno  per  ora  maneggiare  a fine  di  paf- 
fare  alle  integrazioni,  e cosi  avere  le  curve  , che  fi 


cer- 
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cercano,  e molto  meno  /e  contengono  difljrcnziali  fe- 
condi , terzi  cc.  , poiché  nell'antecedente  terzo  libro 
fi  fono  fempre  fuppoile  le  fot  mole  differenziali  effere 
compoffe  di  una  fola  indeterminata  con  la  fua  differen- 
za . Sono  adunque  neccffarj  altri  ripieghi  per  tentare  di 
ridurre  alle  integrazioni , o quadrature  tali  equazioni , il 
che  fi  chiama  Coftruire  le  equazioni  diferenziali  del  pri- 
mo , fecondo  ec.  grado  . E quanto  a quelle  del  primo  in 
due  maniere  fi  procede  ; l'una  è di  paffare  alle  inte- 
grazioni , o quadrature  fenza  alcuna  previa  feparazione 
delle  indeterminate,  e loro  differenziali  ; l’altra  di  fepa- 
rare  prima  le  indeterminate  , e cosi  render  le  equazio- 
ni atte  all’  integrazioni , o quadrature  . 

Anderò  fpiegando  varj  metodi  particolari  per  am- 
bedue le  maniere,  co’ quali  in  molte  equazioni  fi  ottie- 
ne rintento;  ma  moltiffime  altre  fe  ne  incontrano,  che 
fi  trovano  affatto  contumaci,  almeno  coi  metodi  fin’  ora 
feoperti  , i quali  non  anno  quell*  univerfalità , che  fa- 
rebbe neceffaria  . 


CAPO 
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CAPO  I. 

Dulia  Coflruzione  delle  Equazioni  differenzi  ili  del  prime 
grado  , fenza  alcuna  previa  feparazione 
deir  indeterminate  . 

3 Le  più  femplici  formole  , che  abbiano  le  due 
variabili  afliemc  confufe , fono  le  due  xdy  -t-ydx  , ed 
ydx  — xdy  ; l'integrale  della  prima  è xy  , della  feconda 
yy 

è x , come  è chiaro  . A quelle  adunque  dcvcfi  procu- 
y 

rare  di  ridurre  le  più  coropolte  , e ciò  con  i foliti  ajuti 
della  femplice  Analifi , aggiungendo  , fottraendo  , mol- 
tiplicando , dividendo  ec.  per  quelle  quantità  , che  fan- 
no al  propofito  , le  quali  varie  faranno,  fecondo  i varj 
cafi  . Se  ne  vegga  ora  la  pratica  . 

Sia  ydx  — xdx  — xdy  , trafportato  all'altra  parte  il 
termine  ultimo  , farà  ydx*-  xdy  = xdx  , e però  xy  = 
xx  ± bb  . Sia  l’equazione  x'dy1  +■  ìx'ydxdy  —a" dxl  — 
% 

xxyydx 1 , cioè  x*dyl+-  zx'ydxdy  4-  xxyydx1  = a* dxl  , 
e dividendo  per  xx , xxdy 1 +-  zxydxdy  •+-  yydx l—a*dxx9 

XX 

e cavando  la  radice  quadrata  , xdy  + ydx =aadx , ed  in- 

m 

tegran- 
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tegrando  , xy  — al  x±.b  nella  logaritmica  della  fottan- 
gente =:  a . Sia  l’equazione  ydx  — y'dy  +-  yydy  +■  xdy  , 
cioè  ydx — xdy  —y  ’ dy  +-  yydy  . Il  primo  membro  fareb- 
be integrabile , fe  folle  divifo  per  yy  , divido  adunque 
l'equazione  , onde  Ila  ydx  — xdy  — ydy  +■  dy  , ed  intc- 


yy 


grando  , x = yy  +-y  iz  b . 
y * 

4.  Sia  l’equazione  yr  dy  — mydx  +-  xdy.  Se  non_. 
vi  folTe  il  coefficiente  m , la  cofa  farebbe  facile  , poiché 
l’integrale  del  fecondo  membro  farebbe  xy  . Non  riufei- 
rà  l’ operazione  nè  meno  trafportando  il  membro  xdy 
nella  parte  oppofta  dell’  equazione  , cioè  fcrivendo 
yr  dy  — xdy— mydx  i olTervo  pertanto,  che  il  differen- 
1 1 ~~ 1 

ziale  di  mxy™  fi  è mym  dx  +-  xym  dy , diverto  dal  propo- 
llo mydx  +-  xdy  in  quello  foto  , che  è moltiplicato  per 


1 — 1 

y™  ; per  rendere  adunque  integrabile  la  quantità 

1 — 1 

mydx  + xdy  , balla  moltiplicarla  per  ym  , ed  a fine  di 
confervare  1’  egualità  , moltiplicare  altresi  il  corrifpon- 
dente  membro  yr dy  dell’  equazione  , e peiò  farà 


r 4-  1 — « JJ,  L ~ 1 

, •»  dy  — my m dx  +-  xym  dy  , 


ed  integrando , 


m dy  — mxy  m — b . 


Sia 
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Sia  la  medefima  equazione  , ma  con  coefficiente  di- 
verto a ciafcuno  degl’ ultimi  due  termini,  ciò byrdy- 
mydx  + nxdy  • Il  fecondo  membro  non  e integrabile  ( 

n 

ofiervo  però  , che  il  differenziale  di  mxym  fi  è 

n n — i 

myn,dx+-  nxym  dy  , adunque  l’omogeneo  di  compara- 
zione farebbe  integrabile  , fe  foffe  moltiplicato  per 


ym  ; moltiplico  per  tanto  tutta  l’equazione  , e farà 

r +-  n — i 1 

y » dy  — mymdx+-  nxy  = dy  , e l’ integrale  farà 

/'  r +-  n — i 

y m dy  — mxy m iz  b . 

5.  IL  differenziale  di  x”y  è x”dy 4-nyxn  — 1 dx  . 
Ciò  pollo,  fia  l’equazione  yrdy  - x”  dy  +-yx*~  * dx  ; 
fe  l’ultimo  termine  averte  il  coefficiente  n , l’integrale 
del  fecondo  membro  dell’equazione  farebbe  x”y.  Offer- 
vo  però , che  il  differenziale  di  x”yn  fi  è nx”y”~~  1 dy  + 
ny”x"—,dx'i  adunque  moltiplicando  l’equazione  per 
ny  » - 1 ,onde  fia  ny r + - 1 dy = nx  ”y  ■-  1 dy  -r-  ny  » a:  ■-  * </*, 

fi  trova  integrabile,  e l’integrale  è J'  nyr+-"-'dy  = 
±.  b . 

Ma  fe  l’ultimo  termine  in  vece  del  coefficiente  » 
ne  averte  un’altro  , anzi  generalmente,  fe  ambedue  i 
termini  ultimi  foffero  affetti  da  coefficienti  diverfi  ; co- 


me 
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ine  le  I equazione  folle  yrdy  — cxHdy  ■\-eyxn~mldx  \ of- 

cn 

fervo  , che  il  differenziale  di  - * »y  fi  è 

•'  * / 

» -I  cn 

cx"y  * fy  +*  *y  * 1 dx  ; adunque  moltiplicando  l’e- 

cn  — I 

quazione  per  y * , onde  fia 

cn- , cn 

y ,*  dy^.cxnye  Jy  4*  4^  * #»— 1 , farà  integra- 

/'  r+-cn-i  cn 

y * ày  — ~ x”y  • +:  b . 

Facciali  r ~ t , c—$  , tt  — 1 t e—i  , cioè  l’equazione., 
ydy  - 3 xdy  4- ydx  ; l’integrale  farà  y“  = xy'  . Facciafi 

4 

f - 1 > ; z 3 » « - 1 » r = 1 , cioè  l’equazione  = 

1+  » ' ■:  I 

2atì>4-  3^-^at  , l’integrale  farà  y T -3^!  , cioè 

I 4-  X 

i X T 

jyì  zz^xyi  . Facciafi  c = 2,  e = 2,  « = 3,  r = 3,cioè 
l’equazione  = zx'dy  4-  lyxxdx  , l'integrale  farà 
= - * *_/*  , . • • 

6 

1 -rn  . ; 

Se  l’equazione  foffè  efpreffa  così  y xrdx  — 
ex-dy  4-  tyxn—  'dx  , è chiaro  a vedere  , che  farebbe  in- 


hh 


tegra- 
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cn  — i ;*'.*•  VI 

tegrabile,  poiché  moltiplicata  per  y * farebbe  *rd..v  = 
cx»y  * ma  l'integrale  del  fecondo 

membro  fi  è veduto  , cffere  x”y  ‘ , adunque  ec. 
d.  Sia  ora  l’equazione  yr dy  — ixdy  — ydx  . Se  non 

XX 

vi  fo(Te  il  coefficiente  1 , l’integrale  del  fecondo  mem- 
bro farebbe  y . Ma  non  perciò  fervirà  trafportarc  alla-» 
x 

pppolìa  parte  il  termine  xdy  , e fcrivere  yrdy  — xdy  == 

;;  ...  ■ ' . , **  i . 

xdy — vdy  ; offervo  però  , che  il  differenziale  dijyy  fi  è 

KX  _ ( * 

2rviy  — yyix  , dunque  fe  ft  moltiplicherà  l’ equazione.» 

XX  ’ „ . . -,  s ^ 

propolla  per  y , onde  fia  y1"*"  1 dy  = 2*yiy — yyi*,  farà 

XX 

integrabile  , e l’ integrale  farà  /* yr+~l  dy  — yy  ±:  £ . Ma 

f r ' J K 

.più  generalmente  lìa  un  qualunque  coefficiente  » , o 
però  l’equazione  yrdy  - nxdy  — ydx  . OlTcrvo  , che  il 

XX 

differeniale  di  _y_"  è nxyr—  1 dy  — y*dx  , adunque  fe  11 

X ' , i XX  ... 

moltiplicherà  l’equazione  per  y 1 , onde  Ha 
yr  1 dy  — Tixy”  ~ ’ dy — y”dx  , farà  integrabile,  e 

; *v  . xx 
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l’integrale  far  * Jyr  1 dy  — yn  ±:  b . 

Anzi  abbiano  ambi  gli  ultimi  due  termini  coeffi* 
dente  direrfo  , e fia  Inequazione  yr  dy  = nxdy  — mydx  . 

KM 

9 

Otterrò , che  il  differenziale  di  my  m fi  è 


nxym  dy — my m dx  ; adunque  fe  fi  moltiplicherà  1*  c- 

XX 

» — i • r4*  * -« k 

quazione  per  y m , onde  fia  y m dy  — 

n—  I K 

ttxym  dy — mym  dx  , farà  integrabile  , e l’integrale  farà 

XX 

/'  r 4-  ■ — 1 jj 

y « dy-  mv£±r  b . 


1 — n 


Se  l’equazione  fotte  y mxrdx  = nxdy  — rttydx  , 


«—  * 


farebbe  pure  integrabile,  poiché  moltiplicata  pecy’ 

H—  I n 

farà  xr dx  — nxy "*  dy — mym dx  ; ma  l’integrale  del 

XX 

If 

fecondo  membro  fi  fa , etti* re  mym  , dunque  ec. 

X 

0 

hh  2 Alle 
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Alle  fuddette  equazioni  manchi  il  denominatore.# 
xx  , e Ha  l’equazione  yr  dy  ~ nxdy — ydx  . Per  fomma- 
re  la  feconda  parte  dell’equazione,  bifognerebbe  mol- 
tiplicarla per  yn~~l , e dividerla  per  xx  ; ma  ciò  do- 
vendoli fare  anche  rifpetto  alla  prima  parte  , farebbe 
cfTa  y r+m  ” — 1 dy  , che  in  nefluna  maniera  fi  può  fom- 

XX 


mare;  adunque  fi  mutino  i fegni  all’equazione  , e farà 
— yr  dy  — ydx  — nxdy  . OfTervo  , che  il  differenzia- 
le di  x fi  è y”dx  — nxy”~  1 dy  adunque  fe  fi  mol- 

y B y IH 

tiplicherà  l’equazione  per  y”—1  , ed  indi  fe  fi  dividerà 
per  yin,  onde  fia  — — yHdx — nxyn~,dyt 

y 1#  y W 

farà  integrabile  , e l’ integrale  farà 
+*  " ~~  1 dy  — x il  b . 

' ytt 


_ Abbia  l’equazione  ambi  gli  ultimi  due  termini  con 
il  coefficiente  , e fia  yr  dy  — nxdy  — mydx  . Si  mutino  i 
fegni , e farà  — y T dy  — mydx  — nxdy  ; oflervo , che  il 

n * 

w n — 1 

differenziale  di  a?  è my  m dx  — nxy  m dy  ; adunque 

n _ • • 

my  m mmy  m 


..j 


fe  fi  moltiplicherà  l’equazione  per  j y 


» — 1 


e fi  dividerà 


•.'A 


per 
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in  * r +•  « — i 

per  mmy™,, onde  fia — y m dy  ~ 


85  7 


mmy 


in 

ut 


my ” dx  — uxy  m dy , farà  integrabile , e l'integrale  farà 


/ 


mmy 

r +■  « — 1 


1 . 


— y m dy  ~ x ir  b . 


in 
• m 


n 
. m 


mmy  m my  ' 

7.  Sia  l’equazione  yrdy  — x ndy  — nyx"~ldx.  Si 
mutino  i fegni , e farà  : — yrdy  — nyx”~mldx  — x"dy  ; 
offervo  , che  il  differenziale  di  x * è nyx 1 dx  — x”dy , 

T yy 

dunque  dividendo  l’equazione  per  yy  , onde  fia 
— yr~~idy  — nyx" — *dx  — xHdy  , farà  integrabile  , e_. 
yy 

farà  l’ integrale y — yr  — *dy  = *”±:  b . 

Ma  fe  mancale  il  coefficiente  n , e l’equazione  foffe 
yr dy  zzx"dy — yxn~  1 dx  ; fi  mutino  i fegni,  e farà 
yr  dy  —yxn~~l  dx — x”dy  . Offervo  , che  il  differen- 
ziale di  xn  è nv"x  n ~~  1 dx  -~-  nx "y”  * dy  ; dunque.* 

yn  yin  --  - 1 

moltiplicando  l’equazione  per  ny”—'  , c dividendola^ 


per 
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pery  * ",  onde  fu  —nyr*-*~'dy  = tty”x"~  ' dx— nx”y"~  'dy  , 

yl"  yxn 

farà  integrabile  , e l’integrale  farà  r—nyr*-n~'dy  = 

J yM 


xJ^tL  b . 
y » 

Che  fe  in  luogo  del  coefficiente  n ve  ne  forte  un*  al- 
tro di  natura  diverfa  ; anzi  fe  ambi  gl’  ultimi  termini 
fodero  affetti  da  coefficiente  diverfo,  come  fe  l’equazione 
forte  yrdy  zzcxndy  — eyxn-'dx  , fi  mutino  i fegni  , e 
farà  — y'dy  - eyxn—  1 dx  — cxndy  . Oflèrvo,  che  il  dif- 

re  . i 

ferenziale  di  x ■ è ney  • x 1 dx — ncx”y  * dy  j 

re  ine 

ey  • eey  * 


re  — 1 


dunque  moltiplicando  1*  equazione  per  ny  • , e divi- 

im ; • r+- jtc— . i 

dendola  per  eey~ , onde  fu  —ny  « dy  - 


eey  * 


re  h— ■ i 


nc—  t 


nev^x  dx — ncx*y  * dy  , farà  integrabile,  é Un- 

aire 

«V7 

. « t +•**—•! 

graie  farà  f — ny  e dy  - x*  ± b . 

«tir 


tc 


,»c  nt 

eey  • ey  * 


Ma 
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« 

1 — ne 

-4  * 

Ma  fe  l’equazione  forte  efpreffa  cosi  y e xrdx  zz 
ex” dy  — eyx”  — 1 dx  \ fenza  mutare  i fegni  oflervo,  che 

’ * • * ••  •»•  •*  ‘ .•  •,-,r  t • _ “*  " * 

*c  »c-—i  nc 

il  differenziale  di  ey  * fi  è ncx”y  e dy  — ney  e x”~l dx  ; 

' - ' .x*.j  **" 


dunque  moltiplicando  l’equazione  per  ny  e , e 
dendola  per  xin  , onde  fu  nxrdx  zz 

xia  ’ '•  *' 


divi- 


ne— I ne  1 — tn  . 

ncx”y  ' dy  — neytx"~1dx , farà  integrabile  , e farà 


l’integrale  ^ 


nxrdx  — 


ne 

ey  * ± . 


8.  E’  flato  detto  da  me  al  num.  17.  dell’ anteoe- 
dente  libro  , che  ogni  qual  volta  il  numeratore  d’  una_ 
frazione  comporta  di  una  fola  indeterminata  , e delle., 
cortanti  , fia  il  differenziale  pfccifo  del  denominatore  , 
o pure  un  proporzionale'  di  erto  differenziale  J l’ integra- 
le della  formola  è il  logaritmo  del  denominatore,  o il 


proporzionale  di  effo  logaritmo  . Ciò  vale  per  tanto  an- 
che quando  la  formola  contenga  due  indeterminate  fra 
fc  mille  coi  loro  differenziali  . L’integrale  adunque  di 
dx  +-  dy  — di  ( dz  è in  qualunque  modo  data  per  * , 0 


x +•  y 


per 
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per  y ) l'ara  / * -t-  y = z i £ • L*  integrale  di  dy-Sz 

, ‘ ‘ : '*  **+-*7 

___  . 

farà  lis  x-h  y = Z+-  b . L'integrale  di  4*d*— 4 ydy=zdz 

. . ■ , ••  •;  , xx — yy  • \ 


farà  2 / x#  — - ii  b L’ integrale  di 

.vrty .4-  ydx  — ayiy  - &rà  l ^xy  r~  yy,-  z iz  b . E 


2 xy  — iyy  . . 

generalmente  l’integrale  di 

my”  xm—'dx+-  nxmy”~  ‘dy  — m— »Xym*-n- 'iy-il 

• 1 . 

farà  / »rjfi;c  cosi  di  qualunque 

altra  equazione,  che  abbia  la  aflegnata  condizione  • 
p.  Molte  equazioni  però,  febberie  non  anno  la  ne- 
ceffaria  condizione , podono  facilmente  con  gli  ajuti  dell* 
algebra  ridurfi  ad  averla.  Cosi  l’equazione  xdy+-  ydx-—dy 

j-  . * . . 

poo  à nel  primo  membro  la  condizione  , che  fi  ricer- 
ca ; l'avrà  però,  fe  fi  divida  per V,  onde  fra 
•xdy+ydx^-rdv,,  e però  , integrando  , / xy-ly-  » ± Ib  . 

xy 

. Sia 

t !Ì  3.* 

axy  , e 

bile  , fe  nel  fecondo  tcroiine  .del  primo  membro  non_- 


7 

l’equazione  axày  +■  raydx  — xyiy  J la  divido  per 

farà  xdy  +■'  ìydx  — dy  , là  quale  farebbe  integra- 

— 1 rrr  . -7 - .!  1 . . 

' XV  » • 


VI 
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vi  folle  il  coefficiente  2 , fottraggo  adunque  la  quantità 
ydx  dall’uno,  e dall'altro  membro,  e farà  xdy  +■  ydx  =: 
xy  Ty 

= dy_ — ydx  , cioè  xdy  4*  ydx  — dy  — dx  , e però  inte- 

a xy  xy  a x 

grando  , Ixy  —y  — Ix  +;  Ib  . 

a 

Sia  l’equazione  yxdx  — xxydy+-  y'dy  V y — yydy  , 
la  divido  per  y , e farà  x dx  — xxdy  4-  yydy  V y — ydy  , 

cioè  xdx  4-  ydy  — xxdy  4- yydy  \s y r e di  nuovo  dividendo 
per  xx  +•  yy  , xdx  + ^dy  = dy  V y , ed  integrando  , 
xx  4-  yy 

j, 

l\/  xx  +■  yy  — ~,y  1 ±,  & • 

io.  Dalli  numeri  31. , e 32.  dello  lidio  fopra  citato 
libro  terzo  fi  ricava,  che  una  qualunque  formola  com- 
polla di  una  fola  variabile  , fe  lari  il  prodotto  di  qual 
fi  fia  quantità  complelTa  elevata  a potellà  pofitiva  , o 
negativa  , intiera  , o rotta  nel  differenziale  precifo  , o 
nel  proporzionale  del  differenziale  de*  termini  dclla_. 
quantità,  farà  femore  integrabile  , e l’ integrale  farà  la 
flefla  quantità  , il  di  cui  efponente  fa  quello  di  prima, 
ma  accrefciuto  dell’unità  , e moltiplicato  nello  lleffo  ef- 
ponente cosi  accrefciuto,  ma  inverfamente  prefo;cioè, 
che  è lo  llcffi)  , per  elfo  divifa  ; o pure  elfo  integra- 
le farà  un  proporzionale  di  quello . Nulla  meno  vale  la 

i i re- 


4 
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regola  , quando  le  formole  differenziali  fieno  ancora_ 
cornpofte  di  due  variabili , e loro  differenziali  promif- 
cuamente  , purché  abbiano  la  notata  condizione  . 

L’integrale  adunque  di  dx  +■  dy  V x+-  y = dz  ( dz  è 
in  qualunque  modo  data  per  x , o per  y ) farà 
\ 

— z — b , L’integrale  di 

_i 

dx  +-  ì dy  l / x y—dz  fari  > 

s 

cioè  j Xx+~y  1 — z ~ & • L* integrale  di  2 j dx  +-  2 bdy - dz 

\S  ax  +-  by 

farà  4 i' ax  +■  by  — z dr  b.  L’integrale  di 
p'dq  4.  3 qpfdp  +•  3 pqqdq  +-  q'  Jp  — dz  farà  \sp'q  + q'  p~ 
2l/p*  q +-  q'p 

___  n 

zi  i.  L’ integrale  di  xdy  -t-ydx  +-  lydy  X b X xy  +-yy  m zzdz 

f»  4—  n 

farà  mb  Xxy-t-yy  m — z ±_b . L’integrale  di 

DH-K 


xdy  +•  ydx  +•  2 ydy  — dz  farà  mXxy  +•  yy 


— Z — b . 


n 


bXxy+-  yy 
E così  di  mille  altre  di  fimil  fona  . 


m — » X b 


Tal 
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Tal  ora  però  avranno  le  equazioni  bifogno  prima 
di  qualche  preparazione  . Sia  l’equazione  xxdx +■  xydy-t- 
yydx  = dz  , ( dz  è data  in  qualunque  modo  per  x ) la 
moltiplico  per  x , e farà  x ' dx  +-  xxydy  +■  yyxdx  — xdz  , 

cioè  xdx  X xx  +■  yy  +-  ydy  X xx  — xdz  , che  non  à la^. 
condizione  neceflaria  ; l’avrebbe  però  , fe  ydy  folTe  al- 
tresì moltiplicata  in  yy  , aggiungo  adunque  all’uno  , ed 

all’altro  membro  il  termine  y'dy , e farà  xdx  X xx  -i-yy  +. 

ydy  X xx  +-  y’  dy~  xdz  +- y ' dy , cioè  xdx  -*~ydy  \ xx  +•  yy  — 
xdz  +-y'dyt  capace  d’integrazione,  e però  integrando, 

xx  -r-yy  — y4  ±:b+-  j xdz  . 

Ma  non  è cosi  facile  a riconofcere  , quale  quanti- 
tà debba  aggiungerli  , o fottrarfi , o quale  altra  altera- 
zione pofTa  farli  alle  equazioni  , a fine  di  renderle  ca- 
paci del  fuddetto  metodo  , cosi  che  quando  le  equazio- 
ni fieno  alquanto  com polle  , l’arrivare  in  quello  modo 
al  fine  fi  potrà  dire  una  fortuna  , un  cafo  ; quindi  in.* 
tali  incontri  bifognerà  ricorrere  ai  metodi  della  fepara- 
zione  delle  indeterminate  , e però  fia 


ii  2 


CAPO 
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CAPO  II. 


Della  Corruzione  delle  Equazioni  differenziali  del  primo 
grado  per  mezzo  della  precedente  feparazione 
delle  Indeterminate  . 


...  Di  alcune  equazioni , quantunque  pochiflime, 
fuccede  la  feparazione  delle  indeterminate  con  le  fole, 
operazioni  prime  dell'algebra  ordinaria  . Tale  farebbe, 
l’equazione  xxdx1  +■  xydxdy  s aady1 , in  cui  oiTervo  , ’ 
che  il  primo  membro  è una  formola  di  quadratica  af- 
fetta dal  lato  , che  farebbe  un  quadrato  , fe  vi  folle  di 
più  la  quantità  yydy 1 . Aggiungo  per  tanto  all’uno,  ed 
♦ 

all’altro  membro  la  quantità  yvdy 1 , e l’equazione  farà 

4 

xxdx  * xydxdy  -t - yvdy1  — aady 1 -t-  yydy 1 , ed  eflraendo  la 

4 4 

radice  , xdx+ydy  — dy  j/  yy  + aa  » in  cui  fono  feparate 

» 4 


le  variabili , e però  integrando  , 


aa  +-  w ±.  b . L’ integrale 

4 


xx  4 - yy  — 

* 4 

del  fecondo  membro 


dipende  dalla  quadratura  dell’  iperbola  . 


12. 
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iz.  II  più  delle  volte  adunque  conviene  fervirfi 
delle  follituzioni  . Sia  l'equazione  aadx  — xxdy  +•  txydv  +• 
yydy  . Si  ponga  x-t-y  ~ z , ( la  z è una  nuova  indeter- 
minata ) e però  dx  4-  dy  zz  dz  > ed  xx  4-  2 xy  +-yy  — zz  • 
Fatte  adunque  le  follituzioni , farà  aadz  — aady  - zziy  , 
cioè  aadz  = dy  , equazione  , in  cui  fono  feparate  lo 
aa-t-zz 
variabili  . 

L’integrale  del  primo  membro  dipende  dalla  retti- 
ficazione del  circolo  . 

Sia  l’equazione  xdy  4-  ydx  a*  — xxyy  = 
xdx  4-  ydy  . Oflervo  nel  primo  membro  , 

1/  xx  +-yy  v xx-T-yy 

che  l’integrale  di  xdy  4-  ydx  fi  è xy , e che  il  quadrato 
di  quello  integrale  fi  trova  precifamente  nella  quantità 

v a* — xxyy  ; adunque  fe  porrò  xy  =z,  nel  primo  mem- 
bro faranno  feparate  le  variabili,  c farà  eflo  dz^  a*— zz. 
Oflervo  in  oltre  , che  nel  fecondo  membro  l’ integrale 
di  xdx  +■  ydy  è xx  + yy  , e che  limili  a quello  integrale 

Z 

fono  le  quantità  nel  denominatore  ; adunque  con  la  folli- 
tuzio  >e  di  xx  4 -yy-  zp  fi  fepareranno  le  indetermina- 
te anche  nel  fecondo  membro  , e l’equazione  farà 

dz  V a-—  zi  — 
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Sia  l'equazione  ìxiy  — 2yix  = dz  (1*  di  è ^ata  ifl 

1 

x—y 

qualfivoglia  modo  per  x , o per  y ) . L’integrale  di 
xJy  —ydx  fi  averà  quando  fi  divida  per  xx , e faràj^. 


Suppongafi  adunque_v_  = £,  e però  xdy  — ydx  - dp  , e 

* a xx  • 

2xdy  — 2ydx  = rxxdp  . Fatta  per  tanto  la  fofiituzione  , 

a 

2 xxdp  = dz  , e dividendo  il  numera- 

aXxx — 2 xy+-yy 

tore  , e denominatore  del  primo  membro  per  xx  , farà 
2 dp  — dz  ; ma  fi  è poito  y — p,  ed yy=pp% 

- ~ ~ x a 

a X * — 2v+-yy 


xx  ax 


adunque  farà  ìadp  — dz  ; e giacché  l’integrale 
aa  — 2.ip  +-  pp 

di  quella  equazione  è algebraico,  anderò  avanti  per  l’in- 
tegrazione ; e però  fia  a — p — q>  adunque  — 2 adg-dz , 

57 

ed  integrando , 23  ir  é = z . Ma  q — a — p , e p — ay  t 

T * 

c però  q — ax  — ay  ; refiituito  per  tanto  quello  valore, 

X 

farà  2x  ± b — z , che  è la  curva  dell’equazione  diffe- 

x-y 

renziale  propofia  . Se  in  luogo  di  fare  a — p — q>  fi  avelTe 

fatto 


ì 
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fatto  p — a — qt  averebbefi  trovato  altro  integrale,  mi 
diverfo  folo  ne’  fegni . 

13.  La  fopra  fcritta  equazione  mi  porge  occafio- 
nc  di  fare  una  importante  avvertenza  ; ed  è , che  le_* 
curve  non  folo  mutano  tal  ora  natura  nel  prendere  le 
fommatorie  , o femplicemente  , o coll’addizione  della., 
collante  , il  che  è flato  notato  fino  dalla  prima  origine 
delle  quantità  infinitefime  , ma  alle  volte  ci  fi  prefen- 
tano  pure  forinole  tali  , che  ammettono  integrazioni 
affatto  diverfe  , e ci  fomminifirano  curve  di  vario  ge- 
nere anche  fenza  aggiungere  collante  alcuna  , il  cho 
merita  qualche  rifleffo  , 

Per  mezzo  della  fuppofizione  y — p è fiata  inte- 

x a 

grata  l’equazione  2 xdy — ìydx  ^dz,  e l'integrale  fi  è 
x—y 

trovato  , ellere  2*  =:  z,  ommeffa  la  collante.  Faccio 

x—y 

ora  la  fuppofizione  di  x — p , e tento  l’integrazione  ; 

y * 

farà  dunque  ydx  • — xdy  — dp  , e però  2 xdy  — 2 yix  zi 
yy  « 

— 2 yydp  t e follituendo  , farà  l’equazione  — 2 dp  = dz  ; 

O X XX— 2X+1 

yy  y 


ma 
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ma  x = p , dunque  — zadp  = dz  ; e fatta-. 

y a pp  — 2 ap  +■  aa 

p — a — q , — 2.7 iy  = dz,  ed  integrando  , 2<j  = z ; quin- 

77  7 

di  reftituiti  i valori , 2y  = z , integrale  della  propofta 
x—y 

equazione  differenziale  , e diverfo  dal  primo  . 

Altro  integrale  della  propofta  forinola  diverfo  dai 
primi  due  fi  è x+-y  — z\  ed  in  fatti  differenziando, 
x—y 

farà  xdx  — ydx  +-  xdy  — ydy  — xdx  — ydx  +-  xdy  +•  ydy  — dz, 

ft 

x—y 

e cancellati  i termini  , che  fi  elidono  , ìxdy — lydx  — dz, 

% 

x—y 

che  è l’equazione  da  prima  propofta  . 

Sia dz  — dy,Q  la  propofta  equazione  2 xdy  — i ydx  — dy. 

l 

x—y 

Se  mi  fervo  del  fecondo  integrale  ritrovato  , nafee  l’e- 
quazione 2 y —y,  e perciò  2+-yzzx,  luogo  al  trian- 
x—y 

golo  . Se  poi  mi  fervo  del  primo  , e del  terzo  integra- 
le ponendo  2x  = y , ovvero  *■  +■  y — y , la  curva  è del 
x — y x — y 

fecondo  grado . 

Ge- 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB  IV.  S69 
Generalmente  fi  a 2 xdy — 2 vdx  —y’”dy  . Adoperata 

% 

x — y 

la  prima  , e la  terza  integrazione  , la  curva  indi  na- 
feente  monterà  al  grado  m +-  2 , mentre  fia  m numero 
pofitivo  ; fatto  ufo  della  feconda  , la  curva  rellerà  un_. 
palio  addietro  . 

14.  Ma  oltre  che  nè  meno  il  metodo  delle  fofli- 
tuzioni  è univerfale  , la  maggiore  difficoltà  fi  è , che 
per  lo  più  è molto  diffìcile  il  fapere  , quale  fotìituzione 
debba  farli  , per  non  operare  a cafo  , e gittare  molta 
fatica  inutilmente  . Tuttavia  però  fi  procederà  con  la_. 
totale  ficurezza  in  tutte  quelle  equazioni  , nelle  quali  la 
fomma  degli  efponenti  dell’  incognite  fia  la  lìdia  per 
ciafcun  termine  , e fuccederà  fempre  la  fcparazionc  del- 
le indeterminate  ; uè  importa  che  fieno  effe  equazioni 
affette  di  radicali  , o di  frazioni , o di  ferie  , e che  i 
coefficienti , e fegni  fieno  in  qualunque  maniera  . La_. 
folìituzione  da  farfi  in  tutte  quelle  equazioni  farà  col 
porre  una  delle  variabili  eguale  al  prodotto  dell’ altra., 
in  una  nuova  variabile  di  modo  , che  fe  l'equazione  è 
data  per  x , ed  y , fi  faccia  x = yz  , 0 pure'  y — xz  ; 

a a 

( per  lo  denominatore  a fi  intenda  una  qualunque  co- 
llante a piacere  ) e però  Ay  — xdz  +■  zdx  , c fatte  le  fo- 


flituzioni , fi  arriverà  ad  un'altra  equazione,  la  quale 

k k farà 
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farà  fcmprc  divifibile  per  tanta  poterà  dell’ indetermi- 
nata x , quanta  era  la  fomnja  degl’ efponenti  di  x , ed 
y in  ogni  tcrmiae  dell’equazione  propofla  , quindi  fatta 
la  divifionc  , la  lettera  x non  oltrepairerà  la  prima  po- 
terla , e farà  Tempre  moltiplicata  in  dz  , onde  fi  ridur- 
rà 1*  equazione  in  modo  , che  da  una  parte  vi  fia  dx , 

X 

e dell’altra  dz  con  le  fole  funzioni  di  z , e cosi  faranno 
feparate  le  variabili . Imperciocché  chiamando  A tutti 
que’  termini  , che  fono  moltiplicali  nella  dy  , e B quel- 
li, che  fono  moltiplicati  nella  dx  , l’equazione  farà 
Ady  — Bdx  , e le  A , B fono  date  promifcuamente  per 
x j ed  y . Ora  poiché  le  dimenfioni  della  lettera  y af- 
fieme  con  le  dimenfioni  della  lettera  x in  ogni  termi- 
ne fanno  lo  fielTò  numero  , fe  in  luogo  di  y fi  porrà 

xz  , ne  yerrà , che  in  cialcun  termine  delle  quantità 
« 

A , B la  lettera  x abbia  la  della  dimenfione  , che  pri- 
ma avevano  x , ed  y aiTìeme  ; per  Io  che  , fe  quefta_ 
dimenfione  fi  chiamerà  »,  l’equazione  farà  divifibile  per 
xn  , rimanendo  folo  z , a , dy  , dx  . Suppongali  , che 
dopo  la  foflituzione  di  xz  ? e dopo  la  divifione  per  x” 

a 

ciò,  che  rimane  nella  quantità  A , fu  C;  e ciò,  che 
rimane  nella  quantità  £,  fia  D;  farà  l’equazione  Cdy  — 
Ddx,  e le  C,  D fono  date  per  z , e perle  collanti , ma 

dy — 
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dy—xdz  +•  zdx ; adunque  farà  l’equazione  Cxdz  +■  Czdx  = 

a a 

Ddx,  cioè  Dadx  — Czdx  — Cxdz,  e però  dx  = Cdz  , 

x Da — Cz 

e così  le  indeterminate  coi  loro  differenziali  faranno  fe- 
parate  , c l’equazione  coffruibilc  , almeno  per  le  qua- 
drature . 

E’ indifferente  il  porre  y — zx  , o pure  x—yz9 

a a 

poiché  sì  nell’ una,  come  nell’altra  maniera  fi  feparano 
fempre  le  indeterminate  ; ma  alle  volte  una  foffituzionc 
piuttorto  , che  l’altra  ci  darà  l’equazione  più  femplice , * 
e di  minori  termini , o la  coffruzionc  più  facile , e più 
elegante  ; quindi  non  farà  inai  fatto  il  provarle  tutte.» 
due  , ed  in  fine  appigliarli  a quella  , che  riufeirà  la- 
migliore  . 

ESEMPIO  I. 

Sia  l'equazione  xxdy  = yydx  +■  xydx . Pongo  y~xz, 

a 

c però  dy  — xdz  4-  zdx  ; fatte  le  foffituzioni  , farà 

a 

x ’ dz  +•  zxxdx  — xxzzdx  +■  zxxdx,  e riducendo  al  comun 

a * aa  a 

denominatore  , e dividendo  per  xx  , farà  axdz  +-  azdx  = 
zzix  +-  azdx  , cioè  axdz  = z zdx  , e dx  = dz  . 

ax  ZZ 


kk  z 


ESEM- 
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ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  xxdy  —yydx  +■  xxdx . Porta  y — xz, 

a 

dy  — xdr.4-  zdx,  e fatte  le  fortituzioni , fora*  ’ dz+-  zxxdxzz 

a a 

zzxxdx  +■  xxdx  , c riducendo  al  comun  denominatore  , 

ax 

e dividendo  per  xx  , farà  axdz  4-  azdx  — zzdx  4-  aadx  , 
cioè  zzdx  — azdx  +■  aadx  — axdz  , p però  dx  — 

. X 

adz  . Facendo  poi  l’altra  fortituzione  x — yp  , 
zz  — az  4-  aa  . a 

e dx  — ydp  4-  pdy  , farà  ppyydy  = y'dp  +•  pvydy . +-■ 

a aa  a 

y'ppdp-t-p'yydy  , e dividendo  per  yy  , appdy  = aaydp  +- 
a' 

aapdy  4- yppdp  -t-p'dy  , cioè  appdy  — aapdy  — p' dy  - 
aaydp +.yppdp  , e però  dy  = aadp  +■  ppdp  . 

y app  — aap — p * 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 

Sia  l’equazione  dy  V xx  +- yy  — ydx  . Porta  y — xz  , 

<r 

e dy  = xdz  4-  zdx  , c fatte  le  fortituzioni , farà  • 


xdz  +■  zdx  V xxzz  +■  aaxx  — zxdx  , cioè 

a a a 

xxdz+-zxdx  V aa-4-  zz  — azxdx  , e dividendo  per  x , 
xdz  v aa  +■  zz  +-  zdx  V aa  •+■  zz  = azdx  , o lìa 
xdz  1/ aa -t- zz  — ozdx  — zdx  1/  aa  4-  zz  , e però 

dz  V aa  4-  zz  — dx  . Se  averti  porto  x — yp  » avrei 

az  — z V aa  +-  zz  x 

avuta  l’equazione  dy  — dp  . 

y l/aa4-pp — p 

15.  Ma  alle  volte  i differenziali  medefimi  dx  , c_» 
dy  afcendono  a dimenfioni  più  alte  , effendovi  per  altro 
nelle  equazioni  la  condizione  efpreffa  di  fopra  . In  que- 
lli cali  la  l'oftituzione  , come  prima  , latra  di  xz  in_ 

• • a 

luogo  della  y ( lafciando  per  ora  intatta  la  dy  ) renderà 
ogni  termine  dell’equazione  divilìbile  per  la  lidia  po- 
tellà  di  x , e vi  rerteranno  folo  nell’equazione  z , dx  , 
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c dy  con  le  collanti  date  , ed  alTuntc , ma  non  più  la  x. 

Ora  perchè  in  luogo  pure  di  dy  fi  deve  porre  zdx+-  xdz , 

a 

con  che  di  nuovo  fi  introduce  la  lettera  x , fi  faccia.. 
xdz  = dt , ed  in  luogo  di  dy  fi  feriva  zdx  +-  adt , e l’ e- 

a . a 

quaziohe  averà  folamente  z , dt , dx  con  le  collanti  da- 
te , ed  allume , ma  non  più  * . Si  faccia  a , u ::  dx  , 
dt , ed  in  luogo  di  dt  fi  ponga  da  pertutto  udx  , nt-. 

• a 

verrà  un’equazione  libera  dalle  quantità  differenziali  j 
in  cui  fi  avranno  le  fole  u , z , e le  collanti  per  un^ 
curva  algebraica  . Per  mezzo  di  quella  curva  fi  trove- 
ranno i valori  reali  della  u ; fieno  adunque  quelli  A , 

B,  C ec.  in  modo,  che  fia  u — At  u — B , u = C ec.t 
faranno  A , B ec.  date  folamente  per  z , e per  le  co- 
llanti , e farà  dx  — adt , dx  = adt  ec.  , e perchè  dt  = 

. a b 

xdz  , farà  dx  = xdz  , dx  = xdz  ec.  ; onde  finalmente* 

a A lì 

dx  ~ dz , dx  = dz  ec. , ed  i logaritmi  della  x faranno  di- 
T ~T  T b 

rettamente  proporzionali  agli  fpazj  comprefi  dalle  cur- 
ve , delle  quali  le  alfiffe  effendo  z , le  ordinate  fieno 
reciprocamente  proporzionali  ai  valori  di  lopra  ritrovati 
della  quantità  u , e tante  faranno  le  curve  , che  fod- 
disfaranno  , quanti  faranno  i valori  reali  fra  le  divertì 

’ della  • 
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della  lettera  «,  avvertendo  però,  che  l’aggiungere  la 
collante  nelle  integrazioni  delle  equazioni  dx  = dz  , 

x A 

dx  = jlz  ec.  può  nuovamente  diverfificare  le  curvo  , 

x B 

che  foddisfanno  al  quefito , e raddoppiare  fpeffe  volte 
il  numero  loro  . Sarà  dunque  lx—  allo  fpazio  di  quel- 
la curva , che  abbia  per  affida  z,  e per  ordinata  1 , 

A 

1 ec. , cioè  eguale  all’  integrale  di  dz  , dz  ec.  ; quindi 

T ~a  T 

prendendo  z arbitraria,  il  logaritmo  della  x farà  dato, 
e per  confeguenza  anche  data  la  corrifpondente  x or- 
dinata nella  logaritmica  , Data  adunque  la  x , per  mez- 
zo dell’  equazione  y — xz  , farà  anche  data  la  y , cioè 

4 

ambe  le  coordinate  dell’equazione  differenziale  propolla, 
o fia  della  curva  , che  fi  cerca  . A mifura  de’  diverfi 
valori , che  fi  daranno  alla  z , faranno  anche  diverfi  i 
punti  della  fiefla  curva  cercata  . 

esempio: 

Applicherò  la  regola  ad  un’efempio  : fia  l’equazio- 
ne xxdy 1 +-  xydxdy  — xxdx1 , Si  faccia  adunque  y ~‘x z, 

a 

e collocato  quello  valore  nell’equazione  in  luogo  di  y , 
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averemo  axxdy 1 +■  xxzdxdy  — axxdx 1 , e fatta  la  divifto- 
ne  per  xx  , farà  ady1 4-zdxdy  ~ adx1  , onde  fi  vede, 
che  x , c le  fue  funzioni  interamente  fparifcono , re- 
nandovi folo  z , dx , dy  con  le  loro  funzioni . Ma  per- 
chè collocando  in  luogo  di  dy  il  fuo  valore  zdx  +■  xdz 

a 

s’introdurrebbe  di  nuovo  nell’equazione  la  x , ft  faccia 
xdz  — dt , e però  dy~zdx+-adt,  e l’equazione  farà 
T a 

„ zzdx'-+-  nzdxdt  4-  aadt1  +-  zzdx^azdxdt  — adx1  , cioè 
- a 

izzdx 1 +•  %azdxdt  4-  oadt 1 — a.^tdx 1 , in  cui  entrano  le  fo-  . 
le  z , dx , dt  con  le  loro  funzioni . Di  nuovo  fuppolla 
dt  = udx  , e fatta  la  lollituzione  , fi  arriva  alla  efpref- 

a 

fionc  puramente  algebraica  zzz  +-  $zu+-  uu  = aa  , adun- 
que averemo  il  valore  di  «dato  algebraicamentc  per  z, 
e le  collanti.  Ma  dt  — udx  = xdz  , quindi  dx  = dz  , 

a a x u 

nella  quale  equazione,  effondo  « data  per  z , fono  fcpa- 
rate  le  variabili.  Defcritte  adunque  le  curve , delle  qua- 
li le  afliffe  effendo  z , le  ordinate  fieno  reciprocamente 
proporzionali  ai  valori  di  u , averemo  la  *• , ed  indi  la 
y ì pcr  la  folìituzione  fatta  di  y = xz ; . 

\6.  Di  quella  equazione  però  , che  ó prefa  per 
efempio  , ilccome  d’altre  ancora  fuccede  , che  fenza- 
fervirft  di  quello  metodo  , fi  poffauo  ridurre  facilmente^. 

al 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IV.  8 77 
al  metodo  del  nam.  14.  Ed  in  fatti  , fe  all’uno  , ed 
all'altro  membro  della  fuddetta  equazione  xxdy1  +- 

xydxdy  — xxdx 1 aggiungali  il  quadrato  -yydx1 , effa_. 

farà  xxdy 1 +-  xydxdy  4-  yydx 1 :z  xxdx 1 +-  yydx 1 , e ca-^ 

4 4 

vando  la  radice,  xdy+-  \ ydx  — dx  j/xx-hvy,  ed  ec- 

4 

cola  ridotta  al  fuddetto  metodo  generale  del  nura.  14. 
O pure  trafponendo  il  termine  xydxdy  , ed  aggiungen- 
do il  quadrato  yydy 1 , onde  Pia  xxdy1 4-  ~ yydy 1 =: 

xxdx1 — xydxdy  +-  yydy 1 , ed  eflraendo-  la  radico  , 

dy  l / xx  +-  ~yy  — xdx  — ydy , ridotta  allo  flcffò  metodo  . 

2 

17.  Le  equazioni,  che  contendono  differenziali  fra 
loro  midi  , ed  elevati  a potellà  qualunque,  non  folo  pof- 
fono  coflruirfi  nel  cafo  confiderato  al  num.  15.,  elio 
fuppone  eguale  la  fomma  degli  efponenti  delle  variabili 
in  ciafcun  termine;  ma  generalmente  in  qualunque  mo- 
do fieno  effe  equazioni,  purché  1’ una  delle  due  indeter- 
minate x,o  y manchi.  Ciò  fi  farà  pouendo  dx  ir  zdv , 

a 

fe  manca  la  x\  o dy  — zdx , fe  manca  la  y , effondo  la 

a 

z una  nuova  indeterminata  , ed  a una  collante  qualun- 

1 1 que 
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que  . Imperciocché  con  tale  fortituzione  , per  efempio , 

di  zdy  in  luogo  di  dx  nella  prodotta  equazione , è mani- 

a 

ferto , che  ne  nafeerà  un'  altra , la  quale  farà  divifibile 
«per  la  poteflà  della  dy  per  modo  , che  fi  troverà  com- 
porta di  fole  quantità  finite  , e però  fi  averà  la  z data 
per  la  fola  y,  e le  cortami,  e la  relazione  della  y alla  z 
farà  efprefla  da  un’  equazione  , o fu  curva  algebraica  . 
Nella  equazione  adunque  dx  — zdy  pollo  in  luogo  di  dy 

a 

il  valore  , che  fi  ricaverà  da  tale  equazione  algebraica, 
fi  averanno  feparate  le  variabili . 

ESEMPIO  I. 

Sia  1*  equazione*)^  * dx  — aix * +•  ìadx  1dy1  +■  ady  4 . 
Pongo  dx  — zdg  ; fatte  le  follituzioni  in  luogo  di  dx,  e_. 

a 

fue  potertà  , averemo  I'  equazione  zydv 4 =:  z*dy*+- 

a a * 

~zzz dy*  +■  ady*  , e dividendo  per  dy*,  farà  zy  — z4+. 

a a a' 

+•  izz  +■  a , c però  y — z 1 +-  22  -t -aa  , e dy  =;  3 zzdz  +. 

a aa  z aa 

2 dz  — aadz,  adunque  z dy_- dx  = 3 z'dz+  zzdz  — adz  . 
zs  • a'  a z 

Si 
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Si  faccia  paflàggio  all’ integrazioni  , farà  dunque  x zi 
3z44-  zz — iz  , prefo  il  logaritmo  nella  logaritmica., 

4 a'  a 

della  fottangente  a . Quindi  fi  anno  i valori  delle  due 
coordinate  x , y della  equazione  differenziale  propofia.. 
per  mezzo  di  due  curve , che  anno  la  comune  indeter- 
minata z . Per  avere  la  collruzione  fi  proceda  cosi . 

Nell’ afte  QE  ( Fig.  1.  ) prefe  le  affitte  , fi  deferiva 
la  curva  D AH  dell’equazione  y = z’  -h  zz-t-aa  , e la_. 

aa  Z 

curva  RIK  dell’equazione  x = $z*+-zz — lzt  faranno 

4 a*  a 

le  EH—y , EK~x  le  coordinate  della  propofta  cur- 
va differenziale , per  la  cofiruzione  della  quale  , fatta^ 
CM  parallela  ad  EK,  fi  produca  KM  in  Nt  onde  fia 
Tempre  MN  zz  EH;  eh  curva  NBN  farà  la  ricercata  . 


ESEMPIO  II. 

Sia  l' equazione  y'dx’-b  aaydydx * zz  a1  dyi  . Pongo 
dx  — zdv  ; fatte  le  fofiituzioni  , averemo  z'y'dy ' -t-~ 
a a 5 

a'iz*vdy  ‘ = a' dyf  , e dividendo  per  dy* , zsy*  -b  a*  z*yzz 
a* 

a’  ; farà  adunque  la  z data  per  la  fola  y , e le  cofian- 
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ti  , e però  nell’equazione  dx  — zdy  faranno  fcparate  lo 

a 

variabili  . 

Per  avere  la  curva  della  propolla  equazione  diffe- 
renziale. All’ affé -CE  , ( Fig.  2.  ) fi  deferiva  la  curva  IK 
dell’equazione  z'y’-b-a’z'y  ~ a*  , effendo  le  CM—y  , 
MK  — z;  in  KM  prodotta  fi  prenda  MN  eguale  allo 
fpazio  CMKI  divifo  per  a,  farà  MN=J'zdy=x, 

ed  il  punto  N in  curva  . 

18.  Si  può  rendere  più  generale  il  metodo  del 
num.  14.  col  trasformare  le  equazioni,  che  non  anno  la 
condizione  delle  fonarne  eguali  degl’  efponenti , in  altre, 
che  abbiano  effe  fomme  eguali,  e fiano  in  confeguenza 
foggette  al  canone  di  effo  numero.  Ciò  in  due  maniere 
fi  può  fare  . L’  una  farà  di  fervirfi  di  congrue  foflitu- 
zioni  , delle  quali  però  non  v’  è regola  alcuna  , ed  i 
foli  efempj  poffono  farcene  acquillare  l’ induftria  ; L’  al- 
tra alterando  gli  efponenti  della  propoffa  formola  , o 
equazione  a fine  di  determinare  almeno  , in  quali  cali, 
c con  quale  foffituzione  poffa  riufeire  di  trasformarla  in 
una  equivalente , in  cui  fi  verifichi  la  condizione  pre- 
fcritta  ; cosi  fe  non  fi  potranno  generalmente  feparare 
le  variabili,  fi  determineranno  infiniti  cali,  ne’  quali  la 
feparazione  fuccede  . , 
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ESEMPIO  I. 

E quanto  alla  prima  maniera  : fia  1*  equazione 

rìx  1/  aaxx  +■  az'  = zzdz  , che  non  a la  neceflaria  con- 
dizione. Faccio  z*  = oyy,  e differenziando  zzdz-zaydy, 

} 

e però , fatte  le  foli ituzioni , dx  V aaxx  +-  aaxy  = 2£yiy , 

3 

efpreflìone  , che  può  trattarli  col  metodo  del  num.  14* 

Si  può  avere  l’intento  anche  ponendo  K aaxx  +-az'  -au , 
e però  aaxx  +*  az  ' — aauu , e differenziando , 2 aaxdx  +- 
3dzz^z  = 2<m«ì«  , cioè  zzdz  — zaudu  — zaxdx  , e fatte 

3 

le  follituzioni , udx  — 2udu  — ìxdx  . 

ì 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’ equazione  x ! dx  + xxdy  —dy.  Faccio  1/  a 

Va 4-  y 

c però  a+-y  = zzt  e dy  = zzdz , e foflituendo,  *’d*+« 
ixxdz  = zzdz  . Ma  quella  ricerca  in  oltre  un’  altra  pic- 
cola riduzione;  pongo  pertanto  xx-u,  operò  *♦=««, 
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c 4 x3 dx  — 2 udut  quindi  furrogati  i valori , fara  finalmen- 
te udu  4-  2 udz  — 2 zdz  , il  che  ec. 

T. 

ip.  Palio  alla  feconda  maniera  con  alterare  gli  efpo- 
nenti , e però  prendo  l' equazione  generale  di  tre  termini 
(iy”xmdx+by'lxtdx*-cxry'  dy-o,  in  cui  i fegni  poflo- 
no  eflere,  comunque  fi  vuole,  politivi  , o negativi.  Se 
folle  n + m = q+-pzzr+-s  , farebbe  il  cafo  del  num.  14.  ; 
ma  fupoofio,  che  fra  le  fomme  degli  efponenti  non  vi 
fia  quella  eguaglianza,  fi  ponga  y zz  z*  t onde  dy  = 
tz{~  'dzty’—z'*,  y*=.zti,ynzz znt , e fatte  le  debite  fo- 
flituzioni  nella  propolla  equazione  , farà 
* az”( x m dx +- bzi* xfdx  +-  tcxrzst  *~t~'  1 dz  — o . Ma  per 
la  condizione  del  fuddetto  num.  14.  fa  di  mcllieri,  che 
Ila  nt  4-  m = qt  4-  p = r +-  st  +- 1 — 1 ; dalla  prima  equazio- 
ne adunque  nt  -t-m  — qt+-p  caverafll  il  valore  dell’efpo- 
nente  allumo  t — p — m , il  quale  follituito  nella  fecon- 

»— ? 

da  qt  p—r  ■*- tt +- 1 — 1 , ofia  s—q  4-  1 Xt  = p — r +- 1, 

# ci  darà  s-q+-  1 X p — m -p  — r+- 1 X n — q , che  è 
la  condizione  , che  devono  avere  gli  efponenti  della^ 
propolla  equazione  , verifieandofi  la  quale,  farà  Tempre 
riducibile  al  canone  del  num.  14. , e la  follituzione  da 

p — m 

farfi  farà  y - zn~i  • 


Se 
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Se  in  luogo  di  porre  y — z*  avelli  pollo  x~z*  , 
averei  trovata  la  medefima  condizione  da  verificarli  ne- 
gli efponenti  , ma  farebbe  t — n — q , e però  la  fol'ti- 

p — m 

tuzione  da  farfi  x — z?~m  • 

p — m 

Può  darli  , che  la  foflituzione  y — z n~i  diven- 
ga imponibile  , cioè  quando  Oa  p = m , o n — q ; rnsu. 
fi  avverta  , che  in  quelli  cafi  le  indeterminate  fono  fc- 
parabili  fenza  bifogno  di  riduzione  . 

Nella  equazione  canonica  aynxmdx+-byixPdx+- 
cxTy’ dy=i  o , fe  oltre  la  fuppofizione  di  y — z* , fi  porrà 
ancora  x — u' , fatte  tutte  le  fofiituzioni  , fi  troverà 
1’  equazione  aiz nt  u ,m  +■  ’ ~ 1 ‘ 1 du  +•  biz  Vu  ’P  +•  ’ ~l  du  +- 
ctu,rzit+’  ,—  'dz—Oi  dal  paragone  degli  efponenti  del 
primo , e fecondo  termine  caverai!!  nt  +-  im  +- 1 — i = qt +■ 

ip  + i — i , cioè  t = i X P — m\  dal  paragone  di  quelli" 

n—q 

del  fecondo  , -e  terzo  fi  troverà  ir-hst-bt — i - qt +■ 
ip  +-  i — i , o fia  t X J — q +■  * — » X p — r +•  i , e pollo 
in  luogo  di  t il  fuo  valore , i X p — m X * — f +- 1 = 
i y n — qX  p — r +- 1 , che  è la  condizione  , che  de- 
vono avere  gli  efponenti  dell’equazione  propofia;  ma_. 
la  lettera  i fparifee  dalla  condizione  , dunque  è fiata 
affatto  fuperflua  la  feconda  fofiituzione  di  * = «'',  dal 

che 
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che  s’inferifce,  che  tutte  le  formole  al  canone  del  nutn. 
14.  non  podono  ridurli  generalmente  , ma  folo  quelle, 

in  cui  fi  verifichi  la  condizione  p — w X * — 7+*  1 = 
n —q  X p — r +-  1 . Irtedamente  fi  difeorra  dell’ altre, 
che  quanto  prima  maneggierò  , compofte  di  maggior 
numero  di  termini  . 

20.  Crefcendo  il  numero  de’  termini  oltre  il  tre, 
crefce  indiamente  il  numero  delle  condizioni , che  de- 
vono avere  gli  efponenti  delle  equazioni  , acciò  fieno 
riducibili  al  metodo  del  num.  14.  Prendo  l’equazione 
canonica  di  quattro  termini  axmyndx  +-  bxfyidx  +- 
ex r y 1 dy  +-  f xc y"  dy  • Pofia  y — z * , dy  — tz 1 1 dz  , 

fatte  le  fofiituzioni  , farà  az",xmdx+-bzitxPdx+- 
tcxrz,t+'  *”  'dz-t-ftx' ztu  'dz  . Deve  adunque.» 

edere  ut  -1 v-m  — qt+p,  onde  fi  caverà  il  valore  dell’  ef- 
ponente  alTunto  t = p—m  . Deve  edere  pure  r+-st+- 

» — ? 

t 1 — qt-i-p  , o fia  st  — qt  +-t  —p  — rf  i , e pofio 

il  valore  dir,  farà  x — $'+- i X p — m -p  — V + 1 X » — q , 
prima  condizione . Ma  in  oltre  deve  edere  e -t-  tu  +•  t — 1 = 
qt+-p  , o fia  tu—qt-^t-p  — e- 1- 1 , e porto  il  valore 

di  t , u — q +•  I X p—m  — P — *+■  1 x n — q , feconda 
condizione  . Se  adunque  gli  efponenti  d’una  proporta_, 
equazione  faranno  tali  , che  ambe  le  ritrovate  condi- 
zioni fi  verifichino  , farà  eda  -riducibile  al  cafo  del 

num. 
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f — m 

dutn.  14.,  e la  fofiituzionc  da  farli  farà y —zn  — 1 . 

Se  le  equazioni  avranno  cinque  termini  , le  condi- 
zioni da  verificarfi  faranno  tre  , e cosi  fi  vada  difcor- 
rendo  . 

\ 

ESEMPIO. 

Sia  l’ equazione  ay  ’ xdx  +.  byyx  * dx  — cxdy  . Parago- 
nata quella  con  la  canonica  , farà  » :=  3 , m = t , qziz, 
P — ì,r— iiS  = o;  e perchè  nel  prefente  cafo  fi  ve- 
rifica la  condizione  s — X p—m-p-—r+- 1 Xn—q , 

dandoci  — 1 X. — che  è una  verità  , farà 

riducibile  al  metodo  del  num.  14.  l’equazione  , e la  fo- 

f — m — i 

flituzione  da  farli  fara  y zz  z"  — 1 — z *. Pongo adun- 

, “i  — 1 

que  y — z * , dy  = — \z  1 dzy  y1  -z  % yyy- z-*, 

~ ? T 

e fatte  le  follituzioni , trovo  az  ~ xdx  4-bz  — 1 x ~dxzz 

— ~cx z xdz'f  ed  eccola  ridotta  al  cafo  del  fuddctto 

numero , 

21.  Ma  fenza  rapportare  le  particolari  equazioni 
alle  canoniche  , tornerà  forfè  più  comodo  il  maneggiar- 
le fole  collo  ficlTo  metodo  . 


m m 
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ESEMPIO  I. 


I II 

Sia  adunque  l’equazione  ay  3 x 6 dx  — bx'dy  — 

y 

cxxydy  . Pongo  x = z* , dx  — tzf  — ' dz  ; fatte  le  fofli- 

■ ii  t + t — i 

tuzioni , farà  tay  t z 6 dz  — bz'>ty~  1 dy  — czuydy, 
ma  deve  cflere  i +-  ur+  r — i = 3 1 — 1 , quindi  rica- 

T 6 

vo  t — 2 , il  qual  valore  porto  in  luogo  di  t mi  dà  I’e- 
- If 

quazione  lay  * z'dz — lziy’^Jdy  — cz*ydy  , che  è ap- 
punto il  cafo  del  num.  14.  La  fortituzionc  da  farli  è 
adunque  x — zz. 


ESEMPIO  II. 

J,  _4  l 

Sia  l’equazione  x 1 dx  +-y  * dx  +•  x*ydy  — y'dy  . 
Pongo  y = z* , e dy  — tz*~  ' dz  , fatte  le  foiìituzioni  , 

_•  4»  J. 

farà  x * dx  +■  z J dx  +-  tx  4 z * +■ r ~ 1 dz  s:  tz  I *+■  * — « dz . 
Ma  deve  crtere  ~ ~ , quindi  ricavo  t — -i  , il  quiI 

N 

valo- 
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valore  porto  in  luogo  di  t mi  dà  l'equazione 

- - i i—  ' JL 

X x dx  +•  z * dx  4-  - X ♦ z 4 dz  - -|  z * dz  , che  appun- 
to è il  cafo  del  numero  14.  La  fortituzione  da  fard  è 

j, 

adunque  y = z * . 

ESEMPIO  III. 

Sia  l'equazione  ayyxxdx  4-  bdx  +•  cy*  J*  4-  /*  4)ydy  = o . 
Pongo  y — z* , dy  zz  tz*—  ' dz  \ fatte  le  foftituzioni , fa- 
rà az  lfxxdx  4-  Ma?  4-  cz * xdx  4-  tfx*zu  ■*“t~  1 dz  —o. 
Ma  deve  cffere  zt-t-  2 = r+- 1 , quindi  ricavo  t— — 1 , 
il  qual  valore  porto  in  luogo  di  t mi  dà  l’equazione-# 
axxdx  4-  bdx  4*  cxdx  — fx*dz  =■  o , che  è appunto  il 
zz  z z 4 

cafo  del  num.  14.  La  fortituzione  da  farli  è adunque.» 

y = 

z 

22.  Refo  più  generale  il  metodo  del  num.  14. , 
parto  ad  un’  altro  , che  è pure  generale  nel  fuo  gene- 
re . Comprende  quello  tutte  quelle  equazioni , nelle  quali 
nè  le  indeterminate  , nè  i loro  differenziali  oltrepaffano 
la  prima  dimenfione  . 

Sia  per  tanto  l’equazione  differenziale  generale,  che 
abbraccia  tutti  i cali  potlibili , ne’  quali  le  variabili,  e loro 

m m 2 dif- 
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differenziali  non  afcendono  oltre  la  prima  dimenffone 
axdx  +-  bydy  +-  cydx  +-  gxdy  +-fdx  +-  hdy  — o . I coefficienti 
a , b ec.  poflono  edere  affamativi , o negativi,  ed  anche 
zero  , conforme  portano  le  circoffauze  dell’equazione 
particolare  , che  li  vuole  coffruirc.  Intorno  a quella  equa- 
zione offervo  in  primo  luogo  , che  fe  farà  c—g,  eden- 
do  r , e g ambe  pofitivc  , o ambe  negative  , l’equazio- 
ne potrà  integrarli  ; imperciocché  farà  ± c Xydx+~xdy~ 

— axdx  — bydy  — fdx  — hdy  , ed  integrando  , ±.  cxy  — 

— axx  — byy  — fx  — by  . Ma  non  edendo  c—g  , fac- 

» » 

ciò  x — p-^  A,  y —q+-  B ; le  p , e q fono  due  nuovo 
indeterminate  , e le  A , B due  collanti  arbitrarie  da  fif- 
fat  li  nel  progreffo . Sarà  dunque  dx  — dp , dy  zz  dq , xdx  = 
pdp  4—  Adp , ydy  = qdq  4-  Bdq . Collocati  quelli  valori  nella 
equazione  principale  propofla  , nafeerà  la  feguente 

a pdp  +•  a Adp  4-  bqdq  4-  bBdq  4-  cqdp  4-  gpdq 

4-  cBdp  4-  gAdq  — o . 

4 - fdp  4-  bdq 

Se  in  quella  equazione  fvanidero  i termini  fecon- 
do , e quarto  , farebbe  eda  il  cafo  del  num.  14. , e li 
faprebbero  feparare  le  indeterminate , ma  fvanirà  il  fe- 
condo termine  fe  fia  a A 4-  CB  4-/  = o , ed  il  quarto  fe 
fu  bB*-gA+-h  = o ; quindi  da  quelle  due  equazioni  li 
determinano  i valori  dell’ allume  A,  B , talché  la  nuova 

equa- 
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equazione  fia  il  cafo  del  fuddetto  nura.  14.  Sarà  per  tanto 
A = — cB  — /,  B~  — gA — h , cioè  A — bf  — eh,  o 
a ’b  cg  — ab 

B = ah—fg . Se  adunque  fi  faranno  le  follituzioni 
cg  —ab 

x—p  +-  bf — eh,  y — q *-ah  — fg  , nafeerà  un*  equazio- 
cg — ab  cg  — ab 

ne  da  maneggiarfi  col  metodo  del  num.  14. 

Se  in  una  particolar  equazione  fuccedelTe , che  folle 
bf—cb , ovvero  ab—fg  di  modo,  che  o 1*  una  , o l’altra 
delle  collanti  allume  folle  zero,  farebbe  indizio,  poterfi 
ottenere  l’ intento  con  una  fola  folfituzione . Sia  per  ca- 
gion  d’  efempio  bf  — eh  — *A  — o ; in  tal  cafo,  lafciata_* 
cg  — ab 

la  quantità  x colle  fue  differenze,  ballerà  in  luogo  di y 
follituire  j+-B,  e profeguire  a norma  di  quanto  è llato 
detto  di  l'opra  . 

Che  fe  follerò  nulle  ambe  le  grandezze  A , B,  in 
si  fatta  ipotefi  averebbefi  bf  = eh  , ah  -fgt  ed  in  con- 
feguenza  eh  — ah  — f \ dunque  cg  — ab , con  che  non_. 

h T 

anno  più  luogo  le  follituzioni  praticate  . Ogni  qual  volta 
adunque  fia  cg  = ab>  fi  faccia  la  follituzione  ax+-cy  = zt 
e fi  tolga  dall’  equazione  la  y , e dy  . Sarà  adunque- 
y — z — ax}  dy  — dz  — adx  ; fatte  le  follituzioni  nella 
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equazione  principale,  fi  avrà  axdx  +■ 
bzdz  i — abxdz — ahzcìx  +-  aabxdx  +■  zdx  — axdx  +- 
cc 

gxdz  — dgxdx  4 -fdx  4-  hdz  — ah  i*  - o , cioè  elidendo 

C c - 

il  primo  termine  col  fettimo  , e riducendo  al^comun 
denominatore,  bzdz — abxdz — abzdx  +■  aabxdx  +■  cczdx  4- 
cgxdz — acgxdx  4-  ccfdx  4-  cbdz  — achdx  — o ; ma  poiché 
cg  — ab  , il- fecondo  termine  elide  il  fello  , ed  il  quarto 
il  fettimo , onde  rimane  bzdz  — abzdx  +-  cczdx  4-  ccfdx  4- 
chdz  — achdx  , cioè  bzdz  4-  cbdz  - dx 
abz ccz  — (cf  4-  ach 

/.  i . ' ' * . 5 

esempio  l 

I 

Sia  l’ equazione  axdx  4-  zaydx  4-  bxiy  — abdy  - o 
Faccio  x — p 4-  A,  y — 1 4-  B , dx  — dp,  dy  — dq\  fatte  le 
foflituzioni , 1*  equazione  farà 
apdp  4-  aAdp  4-  4-  bpdq  4-  = o , 

4-  zaBdp.  ' — abdq 

L*  ultimo  termine  fvanirà,  fe  fu  bA — ab  —o  , cioè 
A -a  ; fvanirà  il  fecondo  , fe  fu  2AB+-  aA  — o , cioè 

B - __  £ t le  foflituzioni  fono  adunque  *■ = p 4-  a , y -q  — da, 

e 1'  equazione  fi  riduce  al  cafo  del  num.  14. 

> Sva- 
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Svaniti  i fuddetti  termini  nell’  equazione  , fi  può 
efTa  integrare  per  mezzo  del  num.  4.  lenza  l'ervirfi  del 
num.  14. 

ESEMPIO  II. 

...  „**j  m j * ' • , . . ,t  . r.  . . ; 

Sia  l’  equazione  laxdx  — 2 bydy  ■ — 4 aydx  +*  bxdy  — - 
aadx  — o . In  quella  il  coefficiente  2 a corrifponde  ad  a 
della  canonica  , — 2 b alla  b , — 4:7  alla  c , b alla  g,  e 
fi  dà  il  cafo , che  fia  cg  — ab  rifpetto  alle  collanti  della 
canonica;  faccio  adunque  la  fofiituzione  zax~<\ay  22  z , 
e però  y 22  lax  — z,  dy  — iadx — dz  ; quindi  eliminate 

4*  4<7 

le  y , e dy , averemo  laxdx  — 

Saabxdx  +•  4^2^*  +■  qabxdz  — ibzdz  «—  zaxdx  +•  zJx  4- 

labxdx  — * — aadx  — o , cioè  qabzdx  — a&z^z  4- 

43  - ’ 

\6aazdx—  ida+dx—o,  e però  d*  = . 2bzdz  • . 

* qabz  •+-  lóaaz — 1 6 a* 
23.  S'i  le  notate  equazioni  , come  quelle  ancora  di 
grado  fuperiore,  polTono  maneggiarli  per  mezzo  di  una 
fola,  ma  più  compolla  foflituzioné . Ripiglio  l’equazio- 
ne canonica  di  fopra  dxdx  4-  bydy  cydx  +-'gxdy  +~fdx  4- 
bdy  — o , perchè  quelle  di  grado  fuperiore  portano  a_. 
calcoli  troppo  longhi,e  ciò,  che  dirò  intorno'  a quella j 

ba- 


892  INSTITUZIONI 

baderà  per  far  vedere  , come  debbano  quelle  trattarli  . 
Pongo  adunque  x — Ay  a -p  +~Bt  nella  quale  equazione 
fuflìdiaria  la  p è una  nuova  indeterminata  , a cui  non_. 
lì  prefigge  collante  alcuna  , perchè  farebbe  fuperflua  , 
come  fi  può  conofcere,  facendo  l’operazione  ; le  A , B 
fono  due  collanti  da  Aitarli  nel  progrello  . Polla  adun- 
que x — Ay  +-  p +-  B,  farà  dx  — Ady+-  dp , xdx  — A Aydy+- 
Apdy  +-  ABdy  +-  Aydp  + pdp  +-  Bdp  , quindi  furrogati  quelli 
valori  nell'  equazione  canonica  , farà  elTa  trasformata., 
nella  feguente 

aAAydy  4-  a Apdy  4-  aAydp  -t~apJp  4-  a ABdy  +-  aBdp 
bydy  4-  gpdy  +■  cydp  --  • +-  gBdy  4-  fdp  — o . 
cAydy  , 4-  fAdy 

gAydy  hiy  , . 

Conviene  adunque  procurare  di  fare  fvanire  alcuni 
termini  di  quella  equazione,  Affando  opportunamente  le 
arbitrarie  afiunte  Ay  B,  c con  ciò  renderla  capace  del 
fine,  che  fi  pretende;  quando  però  fi  verifichino  alcu- 
ne condizioni  , che  nafcono  da’  valori  delle  A , B . Se 
adunque  mancaflero  i due  termini  fecondo  , e terzo  , 
farebbero  feparate  le  variabili , ed  integrabile  1'  equazio- 
ne. Ma  acciò  fieno  nulli  effi  due  termini,  bifogna,  che 
fia  a A -t-g  = o rifpetto  al  fecondo  , ed  a A 4-  c — o rif- 
petto  al  terzo  , ed  in  confeguenza  g=c  ; ma  pollo  ciò, 
1’  equazione  principale  era  già  integrabile  fenza  1’  ajuto 
d*  alcuna  operazione  . , _ , 

Se 
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Se  fodero  nulli  i due  ultimi  termini,  l'equazione  fareb- 
be ridotta  al  canone  del  num.  14.,  ma  acciò  elfi  fparifca- 
no  , convien  , che  fia  aB  +-f  — o rifpetto  all'  ultimo  , 
cioè  B~  -/,  ed  aAB-t-'gB  -hfA  -h/j-o  rifpetto  al  quin- 

a 

t0  » ma  furrogato  il  valore  di  B , farà  — Af—  gf  4- 

a 

■df  +■  h = o,  cioè  ah  — gf . Non  poftbno  adunque  fpa- 
rire  gli  ultimi  due  termini,  e così  per  elfi  ridurfi  l’equa- 
zione, fe  non  nel  cafo  particolare,  che  fi  verifichi  la-, 
condizione  ah  = gf.  . 

Si  procuri  adunque  di  togliere  il  primo  , e quinto 
termine  , con  che  1’  equazione  farà  ridotta  al  cafo  de* 
numeri  4 • » c 6.  Adunque  fara  rifpetto  al  primo  termine  - 
aAA  +-  b +•  c A +-  gA  = o , cioè  AA  +■  c A +-gA  = — b , 

0 ~ 

da  cui  fi  ricaverà  il  valore  dell’affiinta  A ; trovato  que- 
llo , feoprirafli  quello  di  B dal  quinto  termine  , e farà 
= — fA  — b»  e la  nuova  equazione  verrà  ad  effcre_, 
a A +•  g 

aA+"g  Xplv  +-  a A +~  c x ydp  = — apdp  — aBip  —fdp , che 
fi  cofiruirà  per  mezzo  del  num.  4.,  fe  i coefficienti  de’  ■ 
due  primi  termini  laranno  ambi  politivi,  o negativi}  e 
per  mezzo  del  num.  6. , fe  uno  Ila  pofitivo  , negativo  , 

l’ altro  . 

n n Ma 
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Ma  per  ottenere  la  bramata  feparazione , baderà  far 
fvanire  il  primo  termine  dall'  equazione  fuffidiaria  , po- 
nendo aAA  +-cA  +■  gA  +-  b — o , mentre  pollaio  Ia_. 
collante  affunta  B , che  in  qucdo  cafo  riefce  fupcrflua, 

rederà  1’  equazione  — apdp  — fdp  = a A +■  g X pdy  +• 

f/l+- b X fy +•  aA +■  cXy.lp,  nella  quale  fi  feparano  Io 
variabili  col  metodo  , che  prenderò  a fpiegare  nel  nu- 
mero, che  fiegue;  o pure  con  l’antecedente  per  mezzo 

di  una  facile  preparazione,  cioè  facendo  Aa-+-gX  p +• 

fA  +■  b — q , e differenziando  Aa  +■  g X dp  — dq  ; dunque 
fodituendo  , — apdp — fdp  — q.Jy  +-  Aa +-  cXydq  . Si  dee 

Aa*-g 

però  riflettere,  che  nel  fare  ufo  di  queffe  formole  bene 
fpeffò  s’ infinuano  le  quantità  immaginarie  nafcenti  dalla 
equazione  quadratica  affetta  dal  lato  aAA+cA+-gA+- 
b — o ; ed  effe  non  folo  fi  rinvengono  nelle  grandezze 
coefficienti,  ma  padano  talvolta  negli  efponenti;  e per- 
chè fin  ora  non  fi  [anno  maneggiare  , fà  d'  uopo  evi- 
tarle , e fra  varj  metodi  valerli  di  quello,  che  più  cade 
in  acconcio . 
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Sia  l’equazione  abxxdx  +■  bbyxdx  4-  a 'ydx  +■  aabydy  +- 
a » xdy  — o . Pongo  y-  Ax  + p +- B ( follituifco  in  luogo 
della  y piuttoflo , che  della  x , perchè  preveggo  il  cal- 
colo più  breve)  adunque  dy  — Adx  +-dp . Fatte  pertanto 
le  foflituzioni , averaUì  1’  equazione 

ahxxdx+bbpxdx+bbBxdx+a' pdx+a  1 Bdx+aabAxdp*-  aabpdp+aabBJp 

tbAxx.lx  + ia  1 Ax  tx+a.ibApdx-i-iab  4Bdx  + a *xdp  , —0, 

4-  aabAAxdx 

OtTcrvo  , che  fc  in  quella  equazione  fparilTcró  i terrai- 
ni  i , 3 , 5 , e 6.t  avrebbonli  le  indeterminate  fepara- 
bili , perchè  farebbe 

bbpxdx  +■  a'pdx  +-  aabpdp  +-  aabBdp  — o , 

0 4-  aabApdx 

e dividendo  per  p , 

bbxdx  +-  a ' dx  +•  aabAdx  — — aabdp  — aabBdp  . Acciò 

P 

adunque  fparifea  il  primo , bifogna  , che  fia  a +-bA  — o , 
cioè  A — — a , e con  ciò  fparifeono  pure  il  quinto  , c 
~T 

fello  fenza , che  nafea  condizione  alcuna  . Acciò  fparif- 
ea il  teizo  , conviene  , che  fu  bbB  +-  2j  ’ A 4-  aabAA  ~ot 
e lùrrogato  il  valore  di  A , bbB  — 2,1*4-  a*b  — cioè 

T Ih 
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H — a*.  La  fortituzionc  adunque  far a.y  — — ax  +-f  *-a*, 
(,  ' b b * 

e l’equazione,  che  indi  nafce  , bbxdx  — — aabdp  a*dp  » 

24.  Confitte  il  metodo  di  quello  nnmero  nel  dif- 
porre  primieramente  l’equazione  propotta  in  maniera  , 
che  le  quantità  differenziali  Tettino  accompagnate  rifpet- 
tivamente  dalle  loro  indeterminate  , e fi  faccia  , per  co- 
sì dire  , una  dimezzata  feparaziont  , rigettando  ne  co- 
muni moltiplicatori , o divifori  quelle  grandezze  , che 
turbano  l’operazione  ; indi  preta  la  fommatoria  della-, 
differenziale  così  preparata  comporta  di  due  incognite  , 
fi  deve  porre  eguale  ad  una  variabile  affunta  , e col 
mezzo  d’una  equazione  aufiliaria  dare  una  nuova  forma 
alla  principale  . Finalmente  fatta  offervazione  a ciò , che 
fuccede  , deve  rinnovarfi  l’operazione  fino  a tanto  , che 
fi  confeguifca  la  bramata  feparazione  , o fi  vegga  effe- 
re  la  forinola  fuperiore  alla  nottra  induttria  . 

’A  di  vantaggio  quello  metodo  fopra  degli  altri , 
chevalendofi  noi  delle  fortituzioni , nel  tempo  tteffò  ci  infe- 
gna,  quali  fieno  le  legitimc  , e quali  le  inutili  . Si  ofler- 
vi  però  , effervi  delle  equazioni  , che  non  ammettono 
l’artificio  del  prefente  metodo,  fe  prima  non  vengano 
con  qualche  induttria  preparate  . Il  tutto  s’intenderà  me- 
glio dagli  efempj  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Ci  venga  propofta  l’equazione 
» ’ dy  +■  y ' dx  ' — dz  , nella  quale  la  dz  è una 

xx  +•  yy  V xx+-yy — xxyy 

funzione  qualunque  di  x , ovvero  di  y . Metto  da  parte 

la  quantità  xx  +-yy  1/  xx  +-yy — xxyy  , che  è una  affe- 
zione cumune  a due  termini , che  compongono  la  pri- 
ma parte  dell’equazione  , reflerà  la  differenziale  nuda— 
x 1 dy  -t-y 1 dx  . Divido  dx  per  x » , dy  per  y * , e però  fa- 
rà x ’ dy  -t-y  ’ dx  — x’y  ' X dy  +■  dx  , onde  la  propofla_« 

~p  ir* 

equazione  prenderà  il  nuovo  afpetto 

* « v > X dx  + dy  = dz  . Ottenuta— 

xx-*- yy  \/ xx  +-yy — xxyy  x y* 

quella  dimezzata  feparazione  , 'in  cui  le  flnffioni  dx , dy 
vengono  combinate  femplicemente  colle  funzioni  delle  loro 
fluenti,  o fia  variabili  x',y',  e gli  altri  termini  coftituifco- 
no  una  quantitàquaii  eflranea,che  fa  figura  di  moltiplicatore; 
pongo  dx  +-  dy~—  — dp_,  e però  integrando  a 3 4-  a 1 ~p, 
x 1 y'  a1-  zxx  lyy 

quindi  ritrovato  il  valore  , per  efempio  di  x — y , 

. V 2 yyp  — a ' 

e 
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e foflituito  quello  in  luogo  di  x , c — dp  in  luogo  di 

V' 

dx  -1-  dy  nell’  equazione  , farà  efla  — dp  X gl 'a  — dz , 

x'y  zp  1/  ìp  — a ’ 

il  che  cc. 

Raccolgafi , che  prefa  ad  arbitrio  una  quantità  in  qual- 
fivoglia  modo  data  per  p , come  p = a , farà  a =■  a +- 

2qq  2 qq  2XX 

a , cioè  q — xy  , con  che  in  un  batter  d’  occhio  fi 
lyy  l/xx-i -yy 

fcoprono  le  infinite  follituzioni  , che  fervono  alla  bra- 
mata fcparazione  . Tutte  le  altre  poflibili  fono  inutili , 
e lafciano  le  variabili  più  di  prima  confufe  . 

Si  noti  di  più,  che  colle  fpiegate  follituzioni  fpefTe 
volte  accade  , che  in  un  membro  dell’  equazione  ci  retli 
qualche  funzione  dell’  una , o dell’  altra  variabile  x , 0 
pure  y ; nel  qual  cafo  fe  la  dz  folTe  data  per  la  varia- 
bile , di  cui  refla  la  funzione  , una  lemplice  divifione 
fupplirebbe  al  bifogno  . 


ESEMPIO  IL 

, Sia  1’  equazione  2ydy -t- xdy +- ydx  = dz , in  cui  la  dz 

a+-x  -t-y 

fta  data  in  qualfivoglia  modo  per  y . Per  ridurre  al  me- 
todo 
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todo  quella  equazione,  prendo  1’  integrale  del  numera- 
tore della  frazione  , cioè  yy  +•  xy  , e lo  pongo  = p , 
quindi  fatta  fvanire  dall*  equazione  la  .v  , e dx  , collo- 
candovi il  fuo  valore  , ó la  nuova  equazione  dp  —dz. 


che  fi  riduce  alla  feguente  ydp — pdz—aydz\  e quella  pre- 
parata fecondo  il  metodo,  fi  trova  elTere  p X dp  — dz  — adz. 

P y 

Faccio  dp  — fa.  ~dq  y e però  lp  — r dz  = / q ; pongo 

p y i J ~ 

in  oltre y* dz  zz  ulm,  ( Im  è un  logaritmo  collante)  farà 

lp  — lq  — ulm,  e palTando  dalle  quantità  logaritmiche 
alle  efponenziali , p zztn".  Fatte  adunque  nell*  equazio- 

T 

ne  ridotta  le  follituz'oni  di  dq.  in  luogo  di  dp  — dzt  e di 

? p y 

m"q  in  luogo  di  p , farà  m"dq  — adz  , cioè  dq  zz  adz  , 

mu 

in  cui  fono  feparate  le  variabili  , per  edere  tanto  dzt 
quanto  w"  date  per  y , il  che  ec. 
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ESEMPIO  III. 

Sia  1’  equazione  ixxdx  4-  xydy  +-  yydx  — xdx+-ydy . 

. x 4 -e  xxyy  +-  a 4 Vxx  + yy 

Prima  di  tentare  quella  forinola  farà  bene  ridurla  . OC- 
fervo,  che  il  fecondo  membro  è integrabile,  e la  fua 

fommatoria  è vxx +■  yy  • ( num.  io.  ) Pongo  per  tanto 
Vxx+.yy  - z , e fatta  (vanire  la  y , attefo  che  le  fue_. 
funzioni  montano  al  quadrato  , collocando  zz  xx  in 
luogo  di  yy , c zdz  — xdx  in  luogo  di  ydy  , averemo 
l'  equazione  zxxdx  +~xzdz  xxdx  +*  zzdx~  xxdx  — dz , 

xxzz  +-  4 

cioè  xz  dz  +-  zzdx  -dz,  la  quale  preparata  al  folito  farà 

XXZZ+-  il4 

z +*  zdx  - dz . Faccio  xdz  +-  zdx  =dp  , ed 

xxsz-t-a4 

integrando  xz-p  , e fatta  fvanire  la  x , averemo 
zdp  -dz,  e finalmente  dp  - dz,  il  che  ec. 
~pp+-aa  pp*-  aa  % 
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Sia  1'  equazione  ultima  dell’  antecedente  numero 

— apdp — fdp  — aAb  g Xpdy  bfA  +■  bXdy  +-  aA+-  cXydp , 
che  ó prometti)  di  coflruire  . Preparata  quella  fecondo 
il  metodo  , e fatto  per  brevità  a Ab  g — e , fAb b — tn t 
aA  +•  c — n , fi  riduce  ad  ettere 

— apdp  — flp  — y X ty  +-  ndp  . Pongo  adunque  dy  4- 

ep-bm  y epb  m y 

ndp  — dq  , ed  integrando  ly  bj  Ipb  ~ = lq,  e però 
epb  m q 

y = q , e fatta  fvanire  la  y , averatti 

n 

m 9 

P+-  7 _» 

— apdy  — fdp  — dq  , cioè  — apdp — JdpXp*-  7 * —dq} 

cp  b m J*  - • • ep  bm 

m 6 

P+-  7 

il  che  ec.  ' . 
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esempio  V. 

Sia  l’equazione  già  preparata 

ym  X xdx  4-  ydy  — x*  X ydx  — > c^e  ^cr*vo  C0SI 

yin  — i x xdx  -f-  ydy  — ydx — xdy  , a fine  di  rendere  in- 

x n yy 

tegrabile  il  fecondo  membro  . In  quefla  farò  ufo  d una 
doppia  fofliuizione  , e però  pongo  xdx  +■  ydy  = pdp , 
ed  integrando,  xx  + yy=pp;  pongo  in  olite  ydx— xdy  -dq, 

yy 

ed  integrando  x — q , Fatte  le  foftituzioni  , averaffi 
y 

ym  1 X pdp  — dq  ; ma  yy  - pp—xx  , ed  xx  = qqyy  , 
x ■ 

adunque  farà  yy—pp — qqyy  » c'0^  yy  ~~  tP  » ec* 

aa  4-  qq 

y,n~i  — , x " — q”pn  ; foftituiti  per  tanto 

W-i  «f 

aa+-  qq  4 aa+~  qq* 

quelli  valori  di  , e di  *»,  averaffi  pn'-*7"dp= 

tn  — « — i 

q”dqX  m +-  qq  4 » ^ c^e  ec* 
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ESEMPIO  vi. 

• ;*  '•  , \ - 

Sia  l’equazione  zxdy  — zydx  = dz  , in  cui  dz  è data 

x—y 

in  qualfivoglia  modo  per  x , o per  y - OfTervo  , che  il 
numeratore  del  primo  membro  2 xdy  — zydx  è integra- 
bile quando  fi  divida  per  xx  , ed  il  fuo  integrale  è 
2y  , e però  difpongo  l’equazione  così 

X 

1 'X  zxdv  — zydx  — dz  ; pongo  iy  — p f ondeJ 

i XX  XX  X 

x — y 

farà  2 xdy  — zydx  = dp  , e l'equazione  fi  muterà  nella.- 

XX 

feguente  dp  =.  dz  ; ma  zy=px  , ed  yy~ppx x , 

* **  ^ 

* ~ V 

dunque  fatte  le  foilituzioni , dp  — dz  t 

XX  — pxx  +-  ppxx  xx 

4 

e moltiplicando  per  xx  , dp  zz  dz  , in  cui  fono 

ì—p-^pp 

4 

feparate  le  variabili.  Palio  avanti  all’integrazione,  e_* 

• * - / 

00  2 però 
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c—j“ dz  ; e porto  il  valore  di  p , 


+-  c 


l~2 

x 


=f 


dz  , e riduccndo  al  comun  denomina- 


tore, ìxj^cx^—^cy  — ^dz.  Polla  la  collante  c — o,avre- 


x — y 


mo  ix  — r dz  ; porta  c ± — 2 , farà  i y — f" dz  , altro  irne» 

* — y J x — yj 

graie  della  proporta  forinola  diverfo  dal  primo  ; porta 
finalmente  c—  — i , nafcerà  il  terzo  integrale  x +■  y — f dz. 

- <■  v - _ ' ' _ . X — yj  t 

25.  Il  metodo,  che  ora  prendo  a (piegare*  quan- 
tunque molto  limitato  , è però  di  grande  ufo  ne’  cali 
particolari.  Con  quello  fi  feparano  le  variabili  nell'equa- 
zione canonica  ady  zzypdx  +-  ly”qdx  , in  cui  le  quantità 
/,  q s’intendono  date  in  qualunque  modo  per  *;  le  a,  b 
fono  collanti,  i fegni  polTòno  edere  politivi,  e negativi 
a piacere  , e I*  efponente  « può  edere  intiero , rotto  , 
pofitivo,  negativo,  ed  anco  zero.  Sia  adunque  l’equa- 
zione ady  — ypdx  +■  by”qdx  . Si  taccia  y ~ zu  , (z,  ed  « 
fono  due  nuove  variabili)  e differenziando,  dy  — zìu  +■  udz, 
e follituendo  in  luogo  di  dy  , di  y , e di  y”  i valori 
zdu+-  wdz,  uz  , averadi  l’equazione  azdu  +-  audzzz 

uzpdx  +■  bz” u" qdx , nella  quale  fe  due  termini  fpariffero, 

fi 
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fi  riparerebbero  le  indeterminate  . Per  f ir  ciò  fi  finga 
un’  equazione  tra  due  termini  audz  — uzpdx  , dunque-. 

adz  — pdx,  ed  integrando,  alz  — pdx,  c pattando  da' 

Z 

logaritmi  alle  quantità  efponenziali , za  — mtfi* , o fia— 
[fà* 

z — m a , fuppofia  l’unità  —lm.  Quell' ultima  equazio- 
ne mi  moilra  il  valore  di  z,  e m*  infegna,  che  per  ri- 
durre 1’  equazione  propoila  a due  foli  termini,  e fare, 
che  gl*  altri  due  fi  diftruggano  , fi  doveva  in  vece  eli 

fp-1*  fr<** 

y — zu  porre  y — um  a , cioè  ly  — m a , o fia  ly  — 1 u — 

U 

fpdx  , e differenziando  , ady  — adu  — pdx  , e però  ady  - 
J a y u 

ypdx+-avdn  . Sofiituifco  adunque  nell’equazione  canoni- 

li 

ca  ady—ypdx  -t-  by*q.lx  in  luogo  di  dy  il  valore  ritro- 
vato , e farà  ypdx  +-  aydu  — ypdx  • +-  by”qdx  , cioè  aviti  — 

u u 

by”qdx  , e però  adii  - by”~~  ' qdx  ; ma  y - zu  , ed 

II 

y » — • r:  z" ""  1 1 > onde  finalmente  adu  —l z " — 1 qdx, 

ttn 

equazione  in  cui  fono  feparate  le  variabili  , per  efferfi 
trovata  la  z data  per  x . Quando  fiali  giunto  all’  equa- 
zione alz—  l~  pdx , egli  è certo  , che  fe  p data  per 
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x farà  tale  , che  l’integrale  j ~ pdx  dipenda  dalla  qua- 
dratura dcll’iperbola , o fia  da’  logaritmi  , e la  quantità 
a fia  un  numero  qualunque  , farà  algebraica  la  relazio- 
ne di  z ad  x , ed  in  ogni  altro  cafo  trafeendente  . 

E qui  fi  offervi , acciò  una  data  equazione  fia  il 
cafo  della  formola  canonica  , edere  neccffario  , che  fi 
adempiano  le  Tegnenti  condizioni  , cioè  che  la  differen- 
za dy  poffa  refiar  da  fe  fola  , o al  più  moltiplicata  per 
una  collante  in  una  parte  dell’equazione;  che  nell’altra 
parte  dell’  equazione  il  primo  termine  contenga  la- 
differenza  dx  moltiplicata  per  qual  fi  fia  funzione  di  x 
efpreffa  per  p , e per  l’indeterminata  , che  nell’al- 
tro termine  la  quantità  qdx  data  per  x venga  molti- 
plicata per  una  dignità  di  y ; in  una  parola  , fatta-, 
la  divifione  per  y , fi  richiede  , che  da  una  parte., 
dell’equazione  relli  la  fluffione  logaritmica  ady  , e nell’ 

> 

altra  il  primo  termine  fia  libero  dall’  indeterminata  yt 
ed  il  fecondo  moltiplicato  per  la  dignità  y"—'.  Man- 
cando l’uno  de’prcmeffi  requifiti,  non  à più  luogo  que- 
llo metodo,  come  non  lo  avrebbe  nelle  feguenti  equa- 
zioni ady  — yypdx  + by” qdx,  ady  - ypdx  +-ayy+-y'X  qdx. 

Alcune  formolo  però  fi  riducono  con  tutta  facilità 
al  canone  coi  folo  prepararle.  Per  efempio  fia  1’  equa- 
zione ady  — ypdx  +■  byqdx  Jt-  yyqdx  ; fatta  rifleffione  , che 

la 
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la  quantità  pdx  +■  bqdx  viene  moltiplicata  per  y , e che 
il  binomio  p+-bq  è dato  per  x di  maniera,  che  fi  può 
in  Tua  vece  furrogare  la  quantità  r data  ugualmente  per 
x , l’efprenione  fi  muterà  nella  feguente  ady  — yrdx  4- 
yyqdx  , in  cui  trova  luogo  il  metodo  fpiegato,  e ciò  ba- 
tterà per  indicare  il  modo  d'operare  in  fintili  cali. 

ESEMPIO  I. 

Sia  1’  equazione  ady  — fydx  -t-yydx.  Pongo  y ~ zu  , 

» 

e però  ady  = azdu  -y-audz;  e fatte  le  debite  fofiituzioni, 
averemo  azdu  +■  audz —fuzdx  +-  zzuudx . Sia  audz  —fuzdx, 

X X 

cioè  adz  — fdx  , integrando  farà  a l z—f  l x , e però 

Z X 

Z“  — xf. 

Se  le  collanti  a , f faranno  numeri  razionali  interi, 
rotti,  affermativi,  o negativi  , la  2 farà  data  algebraica- 
mente  per  x.  Sia  per  efempio  0=  1 , /=  2,  codi  che  fia 
Z — xx  . Dunque  dileguandoli  i termini  audz  , fuzdx  , 

X 

Tetteranno  i due  azdu  =■  zzuudx  , ma  z = xx  , dunque 
farà  adu  — xxdx , equazione,  in  cui  tono  fcparate  le  va- 

I iU 

riabili . 


Paffan- 


9cs  istituzioni 

Pattando  all’integrazione,  farà  — aj-c  = x_'  , ma_. 

« i 

u — y—  Vi  adunque  — axx  +~c  — x^_  , cioè  ?cy 
z xx  y $ 

^axxzzx'y,  che  è l’equazione  algebraica  nafcofta  fotto 

la  differenziale  propolla  . 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  dy  — aydx  -i -yl  dx.  Faccio  , come 
xx — aa  x * 

fopra,  y = z«,  c dy  = zdu  + -udz,  c però  fatte  le  foftitu- 
zioni  , averaflì  1*  equazione  zdu  +-  udz  = azudx  -h 

xx — aa 

2 ' k ! dx , e fuppoflo  udz  — azudx  , cioè  dz  r:  adx  , cioè 
x>  xx  — aa  z xx — aa 

f 

2 — ni  xx  — aat  avcralTi  l’ equazione  zdu  = z'u'dx  , o fia 

a:’ 

Ju  = zzdx  , in  cui  fono  feparate  le  variabili , efTendo  z 
«’  x 1 

data  per  x . Ma  fi  oflervi  , che  la  quantità  adx  fi 

xx  — aa 

può  ridurre  ad  una  fluffione  logaritmica  ponendo  x = 
X a , poiché  fatte  le  fofiituzioni  debite  , farà 
a — n 

adx 
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°dx  — dn_t  quindi  dz  — dn  , e però  zi  — n — 
xx—  aa  m z Tn 

a X x — a , e porto  quello  valore  in  luogo  di  zz  nell' 

X4-  a 

equazione  finale,  averafli  du  zz  axdx  — aadx , il  che  ec. 

u 1 x*-t-ax’ 

Senza  fare  la  fortituzione  di  x = a+-  n X a , fi  può 

a — » 

ridurre  la  quantità  adx  ad  una  fluflione  logaritmica 
xx  — aa 

per  mezzo  del  num.  21.  del  Libro  III.  , ed  averaffi 
adx  — — dx  +•  dx  zzdzt  ed  in  confeguen- 
xx  aa  2 Xx+a  i\x — a z 

za  zz  = x — a . 
x +•  a 


ESEMPIO  III. 

Sia  l'equazione  dy  zz — ydx  -t~ymdx . Faccio yzzzu, 

X 

dy  — zdu  +■  udì  ; adunque  foiìituendo  , z du  +-  udz  zz 
— tizdx  +-  umzmdx  . Suppongali  udz  zz  — uzdx  , o fia 

X X 

dzzz  — dxt  ed  integrando,  z = a ; avrafli  1’  equazione., 

T T * 

P p zdu  zz 
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zdu  = Zmumdx  , cioè  du  ^ zm'mldxi  o Ha  du  — 


ESEMPIO  IV. 


Qualche  volta  è necelTaria  una  doppia  operazione, 
come  in  certe  equazioni,  che  anno  più  di  tre  termini. 
Sia  pertanto  l’equazione  xdy  +■  ydx  — adu  4-  xdu,  e s’in- 
tenda « data  in  qualunque  modo  per  la  y . Difpongo 
l’ equazione  nella  feguente  maniera  adu  +•  xdu  — xdy  —ydx  , 
o pure  adu  4-  xdu  — xdy = dx  ; pongo  x ~ pq,  e dx—pdq 4- 

T > ~y 

qdp , onde  fatte  le  foftituzioni , farà  adu+-^du — pqdy  — 

y y y 

pdq  4 . Chi  voleffe  ridurre  con  una  'fola  operazione 

la  formola  , bifognerebbc  porre  pqdu — pgdy  — pdq,  cioè 

y y 

du  — dy  — dq  , con  che  fi  fcopre  la  q data  per  y ; ma 
7~  y 9 

pìu  elegantemente  fi  opererà  nel  feguente  modo  . Fac- 
ciali — pgdy  — pdq  , dunque  — dyj=.  dq  , ed  integrando, 
y y ? 

az:q't  prefi  pertanto  gli  altri  termini  dell’ equazione.^ 

y 

adu  +■  pgdu  = qdp , ed  in  vece  di  q pollo  il  valore  a , 

y y y 

farà 
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fara  adu  +.  apiu  — aipt  cioè  du  +-  piu  zz  dp  . Sia  p — mnt 
y yy  y T 

dunque  dp  — min  +-  ndm  , e fatta  la  foflituzione  , du  +. 
mndu  — min  +-  ndm  ; lì  fupponga  mniu  — min , cioè  du  — dnt 
y y y n 

farà  dunque  n data  per  y , e nell’equazione  reflante  , 
dopo  clfere  fvaniti  i termini  mniu } min , cioè  nell’  equa- 

y 

zione  du  =,  ndm  faranno  feparate  le  variabili , e farà 
du  — dm  . 

n 

16.  In  altra  maniera  ancora  li  polTono  feparare  le 
variabili  nell’equazione  canonica  dy  — pyix  +-qy”dx. 
Si  faccia  pdx  — dz  t dx  — dz  ; fatte  le  fofti- 

1 — »Xz  1— nXpz 

tuzioni  , fara  dy  — ydz  +-  qyn  dz  , cioè  dy  c: 
1—  « Xz  1—  nXpz 

pvìz  4-  qvndz  , o Ha  1 — » X pziy  = pydz-^qy”dz  , e_. 
1 — n X pz 

però  1 — n X z dy  — ydz  — giz  , dividendo  per  py”t  0 

yn  p 

finalmente  dividendo  per  zz  , farà 
1 — n X zy~”dy  — yl  — ”dz  - giz  , ed  integrando  # 

ZZ  pza 

y 1 " = f <jdz  , cioè  yl~”  ~z  f giz  ; e poiché  le  p , 

» J t**  J Jzz' 

PP  2 e 
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e j fi  fuppongono  date  per  *• , e la  z pure  , per  la- 
follituzione  pdx  — dz  , è data  per  x , almeno 

1 — nXz 

trafcendentemente  , faranno  feparate  le  variabili  . 

Riprefa  adunque  l'equazione  dell’  efempio  primo 
ady  — fydx  4-  yydx  , vale  a dire  dy  — fydx  4-  yydx  , farà 

x ax  a 


p—f,q  — = 2;  quindi  furrogati  quelli  valori 

ax 

nell' equazione  finale  y,’~n-=  z f gdz  , farà  erta  ~ = 

J pzz 

z f xdz  , e la  foflituzione  pdx  = dz  farà  fdx  — 

J! i 


1—  #Xz 

dz  , e polla  f — 2 , a — 1 , avremo  idx  = — dz  , 

Z K Z 

cioè  z — •—  » e però  ~ ~ J*  — xxdx  ; ed  inte- 


grando, j = X— f *'  + c , cioè  yy  — 3**  = x’y, 
come  prima  . indiamente  fi  difcorra  degli  altri  efempj  « 


ESEM- 
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ESEMPIO  V. 

Sia  l’equazione  ax*ydy  — bx*ydy  — ayyx'dx  — 
- byyx  ’dx  +■  a * dx  — x * dx , la  quale  divifa  per  ax  *y  — bx *y, 
fi  trova  eflere  dy  — ydx  4-  a* dx  • — x ‘ dx,  che  è il  calo 
x ax*y — bx  *y 

dell’equazione  canonica  . Sarà  adunque  p n 1 , q — 

X 

a * — x6  , n = — 1 , e per  lafofiituzioncpiy  — dz  , 
ax*  bx*  . 7^Xz 

farà  dx  = dz_,  quindi  z~xx\  onde  polli  quelli  valori 

X 2Z  - 

nell’  equazione  finale  canonica  yl'm‘n  - z I qdz  , avere- 

pz  z 

mo  yy  — xx  f a*  — x*  X2xd*  , in  cui  fono  feparate  le 
ax * — bx*  X** 

variabili  . 

27.  Se  l’equazione  canonica  folle  yt—'dy  — pdx  +- 
qy”dx , eflendo  parimente  le  p , e q date  in  qualunque 
modo  per  x , fi  feparano  le  indeterminate  , ponendo 
qdx  = dz  , c dx  — ; imperciocché  fatte  le  folbtuzioni, 

. nz 

farà 


Digitized  by  Google 


9i4  ISTITUZIONI 

farà  y”~  1 dy  — pdz  *-y”dz  , cioè  nzy 1 dy  — y”dz  — 

nqz  n*  * 

/>iz,  e dividendo  per  z , nzy”"  'dy  — yndz  = pdz  , ed 

qz  zz  5Z* 

integrando,  f t>dzt  cioè  y"  = z J pdz_*  equazione, 

~z  J qzz  qz* 

in  cui  fono  ieparate  le  variabili . 


ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  ìaaxydy  — aayydx +•  ìbx'dx  » cioè 
ydy  — bxxdx  +>  yyi*  . Sarà  « — 2 , p — bxx  , q = ~ , 

<24  i*  «a 

e però  averemo  yy=J* 1 dz  ; ma  jd*  = dv  = dz  , ed 

2 «a22  IX  12 

# = z , adunque  farà  yy  — f ibxdx  , ed  integrando , 

x J aa 

yy  — bxx  ±.  c , curva  algebraica  . 

K ma 

Potevafx  anche  collruire  la  formola  generalo 
y*~~ 1 dy  =.  pdx+-qy”dx  , ed  in  conseguenza  la  partico- 
lare ddl’efempio  per  mezzo  del  metodo  del  num.  24. 

» 

28.  Aggiungo  una  rifleflìonc  prima  di  finire  que- 
llo Capo , cioè  che  tal  volta  fi  Sviluppano  le  indetermi- 
nate mille , e confufe  colle  quantità  differenziali , quan- 
do 
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do  ci  venga  permeilo  di  modificare  le  grandezze  coeffi- 
cienti , e ciò  fpezialmente  fnccede  quando  gli  efponenti 
fi  formano  dalli  coefficienti  , cosi  portando  il  giro  della 
riduzione  . 'A  principalmente  luogo  quello  artifizio  ne' 
Problemi  Fifico-Matematici,  ne*  quali  accoppiandoli  gran- 
dezze di  genere  affatto  diverfo,  fiamo  in  maggior  liber- 
tà di  fervirfi  di  quelle  quantità  collanti , che  meglio 
vengono  al  propofito . 

Per  un  efempio  mi  propongo  l’equazione  xmdx- 1- 
by  -t-yyX  cdx  zz  ydy , la  quale  preparata  giuda  il  metodo 

X 

del  num.  24.  farà  xmdx  4-  bcyix  —yyXdy — c.ix . Faccio 

x y x 

adunque  dy  — cdx  — dp  , ed  ó il  valore  di  y zz  pxlt 
y p 

ed  yy  zz  ppx ie  . Quelli  valori  opportunamente  follituiti 
mi  danno  l’equazione  xmdx  +-bcpxc~  1 dx  zz  xicpdp  , e 
dividendo  per  x*%farà  x m-~  1C  dx  +■  bepx  1 dxzzpdp. 
Egli  è evidente,  che  data  l’eguaglianza  fra  gli  elponen- 
ti  della  indeterminata  x , cioè  fra  m — 2 r,  e — c — 1, 
le  incognite  fono  feparate  , avendoli  folamente  a divi- 
dere l’omogeneo  di  comparazione  pdp  per  il  binomio 
1 +.  bep  . Ora  pollo  m — 2 czz  — c — 1,  ne  fegue  , che 
fia  m+-  1 zzc  , quindi  efpofia  la  collante  c per  m +-  i , 
abbiamo  l’imento  . Se  la  c fa  figura  di  unità  , il  cho 
non  ci  fe  vietato  di  lupporre  , farà  m — o ; efe  rz2, 

farà 
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farà  tn  — i , c com  vadali  difcorrendo  . 

L’ artifizio  fpiegato  fi  applichi  a tutte  le  altre  equa- 
zioni di  limi!  genere  , per  efempio  alla  feguente 
xmdx  + cby”dx  +•  gyrdx  — y*dy  , porto  però  t — r — i, 

X X 

ovvero  —n  — i , onde  fi  porta  abbreviare  la  forinola-, 
tifando  i logaritmi . 


CAPO 
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CAPO  III. 

Della  Co  fi  razione  d'altre  Equazioni  più  limitate 
per  mezzo  di  varie  f/fìttuzioni  . 


29.  S I feparer.inno  Tempre  le  indeterminate  nell’ 

equazione  x”dx  ±ayndy  X P = xdy—yix  \ X ' <7  , nella», 
quale  le  p , e q fono  date  promifeuamente  per  x , edy 
in  qualunque  modo  , purché  algebraicamente  , quando 
però  in  ogni  termine  della  quantità  p la  fomma  degli 
efponenri  di  x , ed  y fu  la  (Iella  , e cosi  la  (Iella  lia_. 
in  ogni  termine  della  quantità  q ; non  richiedendoli  pe- 
rò , che  Ha  la  medefima  in  p , ed  in  q . Le  follituzio- 

1 1 

ni  da  farfi  fono  y — tz  » +•  « , x — t X a ' +.  azz  n+~  1 . 
Surrogati  i rifpettivi  valori  in  luogo  di  x , dx , y , dy  , 
e fatte  le  debite  operazioni,  arriveraflì  dopo  lunghiflimo 
calcolo  alla  feguente  equazione 

1 mm . n 

tn—  1dt  — Z ldz  X q . 

>14-1  -L. 

n •'  f 

a ' +:  azz”  +■ 1 

Ma  poiché  fi  fa , che  in  ciafcun  termine  di  p la^. 
fomma  degli  cfponcnti  di  x , ed  y c eguale  , ficcome 

q q pure 
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pure  in  ciafcun  termine  di  q , fatte  in  erti  ancora  le  fo- 
flituzioni  de' valori  dati  per  r,  e per  z,  in  ciafcun  ter- 
mine di  p,  averi  t la  meddìma  poterti,  ficcome  pure 
in  ciafcun  termine  di  q una  medcftma  poterti  , vale  a 
dire  , che  fari  l’omogeneo  di  comparazione  moltiplica- 
to per  una  poterti  poiìtiva  , o negativa  di  t , cioè  farà 
per  erta  poterti  divil'o,  o moltiplicato  il  primo  membro, 
e però  feparate  le  variabili , 


ESEMPIO. 


Sia  l’equazione  xdx  +■  aydyVy  — xJy — ydxVa  ; farà 
nei,  p ~Vy  \ q = Va  , c però  Jt  — àz  Va  , 

Va*  — azzvy 

2 

ma  y — tz”+m  1 = tz;  adunque  farà  dt  ~ dz  Va 

v { Va'  z — az ' 

Nella  rterta  equazione  il  feparano  le  indeterminate, 
quando  anche  fia  negativo  l’efponente  »,  cioè  quando  . 

Ha  l’ equazione  x~  ” dx±.  ay~"dyXp  = xdy  — ydx  X ? » 

* 1 

e le  foftituzioni  fono  y — tz*~  ” , x — tX  a'+.  azz  l~~  " ; 

le 
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le  quali  ci  danno  l'equazione 
» +-  » 

t — i~—  z ' — ” dzX  q , la  flelTa  di  quella  di 

~T 

a'+:  azz  1 ~ " 
fopra  , mutati  i fegni  alla  n . 

E poiché  l’equazione  è anche  efprimibile  cosi: 

yndx  +:axndyX  p — xiy — ydxX  q , ne  viene,  che 
xny  ” 

quella  pure  per  la  llefTa  foflituzionc  è cortruibile. 

30.  Sia  più  generalmente  l’equazione 

— « — l — C 

x*  dx  ±.ay  1 dyX  p — xdy  +■  cydxX  q • Si  fepara- 

r 

no  Tempre  le  variabili,  fatte  le  folìituzioni  di^~  tsz"+-  ■, 


x — t e Xaìzacz  e , ( x , ed  r fono  numeri  a 
piacere  ) fuppofla  però  la  condizione  , che  le  quantità 
p , q fieno  date  algebraicamente,  e in  modo  tale  , c!ie 
in  ciafcun  termine  della  quantità  p l’efponente  della  y 
prefo  tante  volte  , quanto  è il  numero  c,  fuperi,  o fia_. 
fuperato  dall’efponente  della  x col  medefimo  eccello  , 
c cosi  in  ciafcun  termine  della  quantità  q , non  impor- 
tando poi  , che  l’ eccello  in  p ■ fu  lo  flelfo,  che  in  q . 

q q 2 Cosi , 
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Cosi , per  efempio  , eflendo  c : 3 , fu  p = byyx 4 +• 

2 l! 

fy  * xlf  ec.,  e ^ flìz:gy^x,  — by'‘x%  ec.  E*  facile  a ve- 
dere , che  la  c non  può  edere  zero  . 

Fatte  le  debite  fortituzioni  in  luogo  della  x,  e della  y 
nell’equazione  proporta,  averemo  la  leguente  equazione 

— ■ f*f  — c ~~  cs  r — w — 1 

— 7 t c dt  — X z " +*  1 dz  X 7 • 

» n 4-  1 y 

H 

— r n +-  ( 

a iz  acz  f , 

ESEMPIO. 

Sia  ard*  ■+-  — J X-}  — xdy  -t-ydx  X*-  E fiax^j, 

r — 2 , farà  n— i}c— i,p  = ^,q  — x,  e fatte  le_> 

fortituzioni  nell’ultima  equazione  di  fopra  ritrovata,  ave- 
remo  — t~idt  = dzXxy  . Ma  per  le  fortituzioni  fat- 


a +-  az~%  1 


te,  x — f“*  X a +■  az  1 1 , ed  y z:  tz  , dunque  xy  = 

I 

zXa+-dz~*  *,  onde  averemo— = zdz  , il  che  ec. 

r5 


3 *• 
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31.  Ma  più  generalmente  ancora  Ha  l’equazione 

— *J  —c—f  ' 

x”dx±:ay  c dy  X p — Jx^y  +-  cy.ix  X Ji  I3  quuic 
comprende  come  cifi  particolari  le  due  canoniche  dei 
numeri  antecedenti  , cioè  quella  del  num.  30.  , quando 
fia/=  1 ; e quella  del  num.  29.,  quando  fia/=  1 , c — — 1 . 

Si  leparano  le  indeterminate  per  mezzo  della  folli- 


tuzionc  y ed  x — t fX<*±  ncz  « > 

/' 

effendovi  però  la  condizione  circa  le  quantità  p , e q , 
che  in  effe  l’efponentc  della  y moltiplicato  per  c fuperi, 
o Ha  fuperato  dall’  efponente  della  x moltiplicato  per  j 
col  medefimo  eccedo  in  ciafeun  termine  . Le  lidio 
quantità  p , q poffono  anche  edere  frazioni  , o mille  di 
frazioni  , ed  interi  razionali  , o irrazionali  , comunque 
fianli;  e faranno  fempre  nelle  equazioni  feparabili  lo 
indeterminate  , purché  le  p,  e q fieno  in  tal  modo  date 
per  x , ed  y,  che  fatte  le  follituzioni  allegriate,  nafci- 
no  in  luogo  loro  quantità  tali  , che  fieno  il  prodotto  di 
due , una  delle  quali  contenga  la  z,  e non  la  t ; 1 altra 
la  t , e non  la  z . 

Fatte  le  dette  follituzioni , averemo  la  forinola 

_ fc  — fin  — ic  r — fb  — f 

—it  cf  dt  = ^rtXz  l'-f  dzxj. 
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ESEMPIO  I. 


Sia  Xxdx  +•  ay  ' dy  X y = — 3 xdy  ydx  Xox  . E fia, 
come  fopra , x = i,m,  farà  / = — 3,c=i,«  = 2, 
q — ax,p  — y,  e fatte  le  follituzioni  nell* ultima  for- 
mola  ritrovata  di  fopra,  avremo 

— 8 — li  — 1 — i 

•"  j — jy  1 ~ 

— t idt  — -z  ? dzX  ~ • Ma  7 = r 5 z 9 , 

X 

a — az~  1 J 

3 

I 

x — t~  lXs  a — az~l  J , dunque  farà  — dt_  — 

T « 

2<jìz  , il  che  cc. 

I 

32  3 . 

3 

ESEMPIO  II. 


j.  ±13 

Sia  at  1 <£v  +■  <17  — X <77  * *+- 77*  4 = 

X 

2xdy+-  $ydxXy~x—  Jx*  i e fia  s = 1 , r = 1 , farà 
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_t  M _» 

c - 3 » f—  2 > » = ì > p -ay  lx*-yyx  4 , q-y ' x — 
yxx  , e fatte  le  foflituzioni  , farà 


— — _i  ! — i — i 

• — ~ dt~~  z » dzXa  +- 3£Z  J — ~z  *dzX<M-3az  J> 


az<sX<»4-35Z  } -H25Xa+'3'2-  J 


X X 

in  cui  fono  feparate  le  variabili,  il  che  ec. 

32.  Nelle  equazioni  1.  pxyn~l  dy  — pyndx+-  qdx 

2.  pxy  * - 1 dy  — — pyndx+-  qdx 

3 . apxy  " “ ’ dy  — bpy  " dx  +-  qdx 

4.  apxy”~l  dy  — — bpyndx+qdx 
ellendo  le  p , e q date  in  qualunque  maniera  per  x,  fi 
feparano  le  indeterminate,  ponendo  rifpetto  alla  primru. 
y — xz  ; rifpetto  alla  feconda  y = z ; rifpetto  alla  terza 

X 

i -£ 

y — x a z;  rifpetto  alla  quarta  y ~ x * z . 

ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  ìhbxyydy  — 2 x'yydy  — bx*dx  — 
3 bby'dx+-  ^xxy’dx,  che  ferivo  così:  bb  — xxX  zxyydy  ~ 

hx  *dx  4-  bb  — xx  X — 3 y'dx  . Riferita  quella  all’  ultima 

delle 
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delle  quattro  canoniche,  farà  p — hh  — xx , « = 2,  » = 3, 

b — 3,  ^ = /jat4  . Adunque  fi  dovrà  porre  y ~ _z_ , = 

9 


j J_ 

xrdz — ~z x'dx,  yy  — Z£j  = c ^lte  1°^*' 


j.  J. 

luzioni , avererno  zbhx  — 2#’  X x'zzdz  -xx  z' dx — 

x ‘ 

bx'dx  +■  3 bb  — 3**  X — z'dx  t cioè 

.v  2 

X 

...  «7  

i bb  — 2 XX  x xzzdz  —{z'dx  = hx  * dx+-  3 M — 3**  X 

— z'dx  , e facendo  le  attuali  moltipliche  , farà 

17 

ìhhxzzdz  — 2x  ' zzdz  - bx  1 dx  , cioè 
11 

zzdz  — bx^dx. 

2 hhx — 2#* 

# 

33.  Sia  l’equazione  axdy*~bydx-*-cynxm-4ldx-*~ 
fxmyn~‘1  dy  — o . In  quella  generalmente  fi  feparano  le 
indeterminate,  ponendo  *■  = a"-*  z"-1,  ed  y ~z'-m3 
poiché  (arte  le  dovute  operazioni  , li  arriva  all’equazio- 

• ne 
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nc  1 m X adz+fti  ",H~ m~ "+• 1 dz*~n — 1 'X^bdz^'cun‘>‘~ m~~ K+ 1 dz  — 
n — 1 X — bzu  “ 1 du  — czu  "1H  ~’n~”  du  3 cioè  dz  ~ 


n — 1 X — bti  — ’du  — cumn~  m~n du 

m **  ■ - - ' • 

1 — »X«  +-Jumn  — m~  "■**  * + n — 1 X b +-  cuwn~m  ~n  * 


ESEMPI  O. 

> 

Sia  l'equazione  a'xdy — b'ydx  — cyyxdx — fxxydy 
Sarà  dunque  n = a , m — 2 , quindi  pongo  x — uz  , ed 

a 

y — (Mi  cioè  x — au  y e però  dx  — aydtt  — audy  , onde 

* ’ Ty 

fatte  le  dovute  follituzioni , averemo 

b ’ /<  aydu  audy  — caaytidu — caauudy  — faauudy9 

y y y ~ 

cioè  a 4 udy+-  ab ' udy+*  aacuudy-t-  faauudy  ~ ab  ’ ydn+-  aacyudu3 

e però  dy  — ab' du+- ar.cudu . 

y a4«+-  ab'u-h  aacum-aafuu 
34-  Sia_l  equazione  ydx  ~ dy  j e più 


bxm  +■  ay”  xr 

generalmente  xmt~'ydx  -dy. Si feparano le indetermi- 

m 

bx*  +-  aynxr 

r r nate 
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nate  ponendo  bx*  +-  ay”x”  = zxmt , quindi 


y — zm  x,-r  — bxt~r  , e però  dy  = 


~ Xz7n xt-r-bx,r  X~xt~rz"‘  dz*-t-rXz"x,'r'’dx+t-rX-bx,-r-'dxz: 


dx  X zm  x‘~r — bxx-T  , porto  nell’equazione.. 


« 

a*z 


generale  proporta  il  valore  di  y , ed  yn  9 quindi  divi- 


dendo per  zm xt~r — bxx-r  , farà 


I — 1 


~ X~  x,-rzm  dz  +- 1 — rXz’n  xt~r~'  dx*-t — rX — bxt~r—  1 dx~ 


Z m X*—r  — bx'  — r 


X — 1 dx  y 


cioè 
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_•  i 

cioè  ~zm  dz+-t—rXz™x-'dx  + t~rX  — bzx-'dx  = 

I 

nzmx~1dx — nbx~‘tdx  , e però 

I 

z”‘dz  ~dL 

~ — — A 

^ I +-  I 

mnz  m +-mr  — mtXz™  +- mr—mt  X — bz  — mnb 

Se  vi  foflero  termini  con  fegni  negativi  , fi  proce- 
da nello  fletto  modo,  e nell’equazione  finale  non  vi  farà 
altra  differenza , che  ne’  fegni  fieflì . 

35.  Anche  prefa  l’equazione  più  univerfale  cosi 

ut  — mnt-  »+•  r+  n—ur 

yudx  ~ c x dy  fi  feparano  le 

■ m 

bx * 4 -ay”xr 

indeterminate  colla  fletta  fofiituzione  . 


ESEMPIO  I. 

Sia  l’equazione  a aydx  — bdy  . Pongo 

Vbbxx  — a 'y 

Vbbxx  — a’y  — xz  t e però  y = bbxx  — zzxx,  e dy  = 

a 1 

zbbxdx  — izzxdx  — ixxzdz  , e fatte  le  foflituzio- 
al 


rr  a 


ni 
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ni , aadx  X bbxx  — zzxx  =.  ìb 1 xdx  — lbzzxdx  — lbxxzdz , 
xz  a ' a * 

cioè  aabbxdx  — aazzxdx  — ib'zxdx  — ìbz' xdx  — 
ìbxxzzdz  , o fia  ìbxxzzdz  — ib  ’ z xdx  — ìbz  ' xdx  •*-. 
aazzxdx  — aabbxdx  , c però 

ibzzdz  — dx  ♦ 

’ z — zbz 1 +■  <wzz  — aahb  * 


ESEMPIO  II. 


Sia  l'equazione  xydx = dy  . Pongo 

1/ — bbx* +■  a1  xyy  ^ 


Y — bbx 


* +•  a 1 xyy-zxx , e però_y  = Jzzx ' + bbx',  e dy- 

’ /.ì 


x'zdz+-\  zzxxdx  +- 1 bbxxdx . Fatte  pertanto  le  foftitu- 


i ,/z zx'4-bbx’ 

' /i  » 


zioni , averafll  zz*  1 +■  bbx 1 = 


zxx 
t . 1 


x ' zdz  +■  zzxxdx  -j-  bbxxdx  , 


..  a' b ,/zzx' bbx’ 


/ 


cioè 
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cioè  bzzxxdx-h  b ’ xxdz  — x ' zzdz  4-  z ’ xxdx+-  ~ bbzxxdx  , 

o fu  bzzxxdx  +-  b ’ xxdx  — ~z' xxdx  — bbzxxdx  — x » zzdz , 

e però  dx  — zzdz . 

* bzz  — ~z * — ~bbz+-bi 

Con  la  fiefia  foftituzione  ufata  di  fopra  fi  fe- 
parano  le  indeterminate  anche  nell’  equazione^, 

tu  — n — tmn  -ru+.  t — r 

yudy  zz  ex  " dx.  Pongo  adun- 


bx*  ■*- ay” xr 


que  bxf+- ay” xr  — xmtZ  , farà  y — 


xi~rz'n  — bxt~r  , c dy  - 


I-B 

n 


x,'rZ  m dz+r-rXzmx,-T-Idx  + r-tXbxt-r-'dxXxt-rZm-bxt-r  , 


I 

n 


e fatte  le  foftituzioni',  averaflì  l’equazione 


__  U tl-l 
• * n 


xt-rz  m r - r X z m xt'r' 1 dx+  r-tXbx*er'1  dx  X xt'rzm-bxt~r  .zz 


tu  — n — tmn  — rii  -t-  t — r 


CX 


dx  . Dividendo  pertanto  il  nume- 
• . rato- 
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ratorc , e denominatore  del  primo  membro  dell’  equa- 

«4-  « 

zione  per  xtm , e moltiplicandola  tutta  per  a " z>ed 


in  luogo  di  xl~r  zm — bx*~r 


n4-  i — n 

fcrivendo 


tu  — tn+m  t—ru  4-  nr  — r 


• ii-l-  i — n 


X z7i  — b " , che  è lo  fteflfo, 

ed  unendo  le  dimenftoni  della  lettera  x,  troveremo  cile- 
ni — » — tinti  — ru-h  t — r 

re  l’equazione  divifibile  per  x ' " > C-* 

divifa  farà 


W4-  I — fi 


i — m 


XZ  ”>  dz+-t — rXz’"  dx  +-  r—t  X bdx  Xzm — b 


VITI 

Il  ■+-  t 


u -f-  i — n 


cd  n zdx  , e finalmente  di  nuovo  dividendo  per 
, farà 


zm  — b 


«4-  i 


ff-  «f  • l 
i n 


xz  m dz  — r-tXzmdx4-t-rXbdx  4-f.j  » zdxXzn,—b  » 


cioè  dx  — 

K 


I — W 

z m dz 


• «4-  i 


mnea  » . z X 2 m —b  +.  mr — mt  Xz”+- mt — mrXh • 


ESEM- 
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Sia  l’equazione  y'dy  ~xxd».?on- 

V bbxx  — aaxy  — abxy 

go  V bbxx — aaxy  — abxy  — xz,  e però  y — bbxx  — zzxx  — 

aax  +*  abx 

bbx — zzx  , e dy  — bbdx  — zzdx  — ìxzdz  . Fatte  dun- 
aa  +-  ab  aa  +-  ab 

quelefoftituzioni,faràMx — zzx  X bbdx — zzdx — ìxzdz  — 

Z^bb  aa  + abX  xz 

i . ? 

xxdx , ed  in  luogo  di  bbx  — zzx  fcrivendo  xlXbb  — zz  , 

C 

4 

e moltiplicando  tutta  l’equazione  per  aa  +■  ab  X za*, 
averemo 

3 , 4 

x'Xbb  — zz  Xbbdx  — zzdx  — 2xzdz  — aa+-  ab  X z,v ' dx. 


e dividendo  per  #’X  bb  — zz,far kbbdx — zzdx — ìxzdz  — 

4 3 

aa  +■  ab  X bb  — zz  X z dx  , cioè 


bbdx  — zzdx  +-  aa  4-  ab  Xbb — zz  X — zdx  — ìxzdz. 
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e però  dx  — ìzdz 

* —1  - 4 

• bb  — zz  — z x bb  — zz  Xaa-t-ab  . 

C 

37.  Servirà  la  medefima  foflituzione  Umilmente.» 

f 

per  l’equazione  più  generale  hx*  +-fy*xr  X yudy  = 

- F71 

6#  *+-  <ZJ’nXr 

ut  — « — Uhi»  — ru  +-  f — r +-  irti 

f*  " . Anzi  fervirà  pure  anco 

per  l’equazione  yn—'dy  = fx*~  r~'~Mdx  , 

m 

bx* +•  cxr -t- ay” xr 

W 

ponendo  Av*  -Kr#r+-  ay”xr  — xmtz  ; la  quale,  fe  fia 
in  = 1 , farà  un  cafo  particolare  del  num.  27. , e fe  fia 
c — o , farà  un  cafo  particolare  del  num.  3 6.  Di  più  fl 
potrà  coftruire  anche  l’equazione 

e 

gxt+-bxr  +•  kynxr  X y"~  1 dy  — fx*  — r — ' et  — mtdx, 

- m 

axl+-bxr  -i-cynxr 

quando  però  fia  ch  — bk , ufando  della  fletta  fofiituzione 

m 

nx * +-  bxr +■  cy  "x r —xmtz. 

Che  fe  faranno  in  oltre  h — o , b ~ o , l’equazio- 
ne farà  un  cafo  particolare  della  prima  di  quello  nu- 
mero . w 

38. 


X 
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38.  Si  cortru  iranno  le  equazioni 

Jidy — gy  ’ ~ " dx  , 


9ÌÌ 


b +-  cyn  4.  fx 

ay”~  ' dy  - gy~-'dx  , 


b +•  cyn  -t-fxm 


ponendo  per  la  prima  cy+fx  = z , e per  la  feconda 

— Il 

eyn+-fxm  — z . E quanto  alla  prima,  farà  dunquo 


i — n 

n 1 — u 


y-zU—f*  » e <**=-. Xz  u—fx  Xi Z “ dz  —fdx. 


e però  fatte  le  foftituzioni  , averemo  az  " dz  =. 
nubcgdx  +-  nucgzdx  +-  aufdx  , cioè 

I — U 

az  “ dz  — $x  . Rifpetto  alla  feconda  averemo 

nubcg  +•  nucgz  +-  auf 


y — z'**  — fxm  , e però  iy  = 


T — H 

n 


».  * X 7 z “ dz—mfxr»'-'dx  , e fatte 

I 

r" 

. ff  le 
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le  foftituzioni  , xm'~,dx  — az  u dz 


bcgnu  +-  cgnuz  +-  mafu 

Ma  anche  fe  l'equazione  più  generalmente  prefa_. 
fia  ay”—'dy  =:  gqdx  , emendo  in  qualunque  modo 


b +-  cy  " +-  p 

le  p , e q date  per  x , e le  collanti  , purché  fia-. 
q-dp  , fi  Spareranno  le  indeterminate  ponendo  fimil- 


dx 


mente  cyn+p  —z.  Imperciocché  farà  y — z “ p , c 

I 

( " 


I — » 

n 


però  dy  Xz~“ — p X £ * « dz  — dp  , e fatte  le 


I — « 


foftituzioni , farà  l’ equazione  az  “ dz  = nbcguqdx  4- 
ncguzqdx  +-  aud/>  ; ma  fi  fuppone  dp  - qdx  , adunque  farà 


. I“u 

az  “ dz  ?d#  . 


nbcgu  +-  ncguz  +■ 


. i ESEPJt- 


. i 
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Sia  1* equazione  a'dy  = 6b'dx— %bbdx  V cy  + bx  , 
cioè  a'dy  = . Polla  l 'cy  + bx  — z,  farà 

%b  — v^cy  + bx  , 

y — zz—bx  , dy  — izdz — bdx  , e fatte  le  foflituziani , 
e c 

2a*  zdz  — a'  bdx  — $bbdx  , o fia  2 a'zdz  = Sb'cdx  — 
2 fa  — cz 

ìbbczdx+-a' bdx  , c però  23*ziz  = dx  » 

*b'c  — 3 bbcz+-  a'b 


ESEMPIO  II. 


Sia  l’equazione 


ayydy 


— aadx  — 


b +-  j/y'+-0ax — 


ibxdx  . Pongo  y ' +■  aax  — bxx  J = z , farà  y — 


z ’ — 'dajf  -t-  1 , e però  Jy  z: 

- X ’ìzzdz — aadx  +-  ibxdx  , quindi  fatte  le  follituzioni  j 

X 


z ' — aax  +-  bxx  * 


f 1 2 


farà 
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farà  l’equazione  ~Xlzzdz — aadx+-zbxdx  — aadx — 

y b Z 

ibxdxyàot  $azzdz  — a' dx  — 2abxdx+-  $aabdx — 6bbxixjr- 
$aazdx  — óbzxdx  , e dividendo  per  a +■  $b  -h  jz  farà 
$azzdz  —aadx  — ibxdx  , 

a-t-jb-t-  32  - ' • _ .. 

39.  L’equazione,  o forinola  canonica  axmdx +- 
cyyx"dx  — dy  non  à generalmente  feparabili  le  indeier-  . 
minate,  qualunque  fiaft  l'cfponente  m ; le  a però  fepa- 
rabili in  infiniti  cali  , cioè  infiniti  fono  i valori  dell’  ef- 
poncnte  m , podi  i quali,  liiccede  la  bramata  feparazione  . 

* * . • * . .4.  • 

Per  determinarli  mi  fervo  di  un  metodo  fimilc  a 
quello  del  nura.  23.  Si  ponga y — AxP+-  xrt  ; (la  quan- 
tità A , e gli  efponenti  p , »*  fono  collanti  arbitrarie  da 
determinarfi  nel  progcefio  , c la  t è una  nuova  variabi- 
le ) farà  adunque  dy  — p A xt—  1 dx  +-  rtxr—  1 dx  +-  xrdt, 
ed  yy  — AAxlP+-  lAxt  *~rt  +■  ttxir , quindi  foflituiti 
quelli  valori  nella  propoda  forinola  , daranno  la  leguen- 
te  axmdx  +•  c A AxxP^~"  dx  +■  2c  AtxPJr~r  +*  "dx  +~ 
ctt  x *’’+•  "dx  — p A xP  *“  ' dx  +-  rtx r 1 dx  +-  xr dt  . Si 

fupponga  cA A — pA  , 2 p+-n  - p — t , r = ic A , 

cioè  p — — n — 1 , A — — » — 1 1 r — — 2»  — 2 , con 

1 * • 4 

C 

che  in  quell* ultima  forinola  fpariranno  il  fecondo,  ter- 
zo , quinto  , e fello  termine  , e fi  ridurrà  ad  ciré- 

» • « .1» 

, • re 
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re  axmdx  4-  cttx—  v‘—  *dx  = a ? — **—* if  , cioè  divi- 
dendo per  4-  cttx~"—*dx  — dti 

0 fia  ( D)  axKdx  4-  cttxx dx  — dt } fatto  K = m 4-  2»  4-  2 , 
X — — « — 2 . 

Ripiglio  la  propolla  equazione  axmdx  +- 

cyyx”dx  — dy  , la  quale  ponendo  y = fi  trasformi  in_. 

quell* altra  azzxm  dx  ex” dx  — — dz  , in  cui  fi  ponga, 
come  fopra  , z — B xi  4-a?'«  ( B , q , < fono  fimiltnente 
collanti  da  determinarli  , ed  u una  nuova  incognita-,  ) 
farà  dunqi/e  dz  — qBxi~  ' dx  4-  iux'-~  1 dx  +-  x’  du  , 
zz—  BBx1?*-  iBx‘i+'iu4-uuxii , e follituiti  quelli  va- 
lori , averemo  aB  mdx  4-  za  Buxi+  • +-  n,dx  4- 

auux *’  4-  m dx  4-  ex ” dx  = — qBx'i~~  1 dx  — iux 1 — 1 dx  — 
x • du  . Si  fupponga  a BB  — — Bqy  zq-y-m  — q — 1, 

— i — laB , cioè  q 4-  m — — 1 , B — m +-  1 , i—  — 2m  — 1 , 

a 

con  che  in  quell*  ultima  formola  fpariranno  il  primo  , 
fecondo  , quinto  , e fello  termine  , e fi  ridurrà  ad  elle- 
re  auux~i,n~*dx  4-  cx”dx  — — x — 1 da,  cioè  divi- 

dendo per  x ~ tm  — 1 , ex lm  +*  " +■ 1 dx  4-  auux  — ~ * dx  — 

— du  , o fia  (G)  cx\dx  4-  auux*dx  — — du  , fatto 

1 ~ zm  +•«+•!,  •>  — — m — 2 • 

Ora  nella  propolla  equazione  fono  feparabili  le  in- 
determinate , quando  fia  m — n\  adunque  anche  nello 
formole  D , G faranno  feparabili  le  indeterminato  , 
quando  fia  m 4-  2»  4-  2 = — n — 2 , zm  4-  n 4-  2 = — m — 2 ; 

dal 
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dal  che  li  ricavano  due  valori  di  m>  cioè  m — — 5»  — 4, 
m — — n — 4 , porti  i quali  , fuccede  la  feparazione_» 
ì 

delle  indeterminate  . Poiché  adunque  nella  propofla_. 
equazione  fi  feparano  le  indeterminate  quando  fia-. 
m — — n — 4,  fi  fepareranno  anche  nelle  formole  D, 
5 

G quando  fia  K = — X — 4 , t — — « — 4 , dal  che  fi 

1 1 

ricavano  altri  due  valori  di  m , cioè  m — — j n — 8 ì 

m — — 3»  — 8 . '* 

s 

Ripetendo  lo  rtelfi)  difeorfo  , fi  averanno  infiniti 
altri  yalori  della  m\  come  a dire  m=  — jn — u, 

s 

r ri—  — y» — lì  , m — — pn — 1 6 , m — — 7 n — 16  ec. , 
779 
vale  adire  generalmente  m-ihì:  \ X — n — 4 b , prefo  per 

2h  + 1 

b bn  qualunque  numero  intiero  pofitivo  principiando 
dall’unità;  porti  i quali  valori  nella  proporta  equazione, 
ci  daranno  feparabili  le  indeterminate. 

Si  aggiunga  , ertere  in  oltre  feparabili  le  indeter- 
minate nella  equazione  proporta  , quando  l’efponente^ 
m fia  tale  , che  col  metodo  del  nuftj.  ip.  porta  erta  ri- 
durli ad  ertere  il  cafò  del  num.  14. 

Sa- 

\ 
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Sarebbe  querto  il  luogo  di  fare  ufo  di  due  diflerta- 
zioni  del  dottiffimo  Signor  Eulero  inferite  negli  Atti 
dell’Accademia  di  S.  Pietro -Burgo  Tomo  6. , ma  per- 
chè la  fonile  maniera,  con  cui  procede  l'Autore,  mi 
fembra  oltrepalTare  i limiti  , che  io  mi  fono  prefìtta  di 
una  femplice  Inttituzione  , lafcerò , che  a fuo  talento  la 
veggano  i Lettori  nel  citato  libro , 

PROBLEMA  I. 

40.  Ritrovare  la  curva  , la  di  cui  fottangenti  fìa_^ 
eguale  al  quadrato  dell’ordinata  divi  fi  per  una  coflante. 

Porte  le  affitte  = x , le  ordinate  —y9  la  fottangen- 
te è ferapre  ydx  , dunque  deve  eflere  eguale  ad  yy  , 

*y  . T 

e però  avremo  l’equazione  ydx—yy , onde  adx  — ydy  , 

dy  a 

ed  integrando  ax  -yy_,  o fia  2 ax  = yy , Parabola  apoi- 

l 

lontana  . 

1 

Se  la  fottotangente  dovette  eflere  eguale  alla  dop- 
pia affitta  , averebbefi  l’equazione  ydx  — ix  , e però 

dy 

dx  — dy  » cd  integrando  j Ix  +•  j la  — ly  ( aggiungo 

x*  y 

la  cortante  \la  per  adempire  la  legge  degli  omogenei  ), 

cioè 
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cioè  / \/  ax  — ly  , c togliendo  i logaritmi , V ax  —y  , 
cioè  ax  = yy  , parabola  pure  apolloniana  . 

Debba  eflere  collante  la  fottonormale  , farà  ydy  — a, 

17 

cioè  ydy  = adx  , ed  integrando  yy  — ax  y o fia  yy—  zax  y 

X 

parabola  pure  apolloniana  . 

Debba  cITere  la  fottangente  tripla  dell’aflìfla  , farà 

ydx  — 3*  , cioè  jlx  — dy  , ed  integrando  / ^ aax  — lyy 
ày  • • * 3*  ~7~ 

o fia  aax—y't  parabola  prima  cubica. 

Debba  eflere  la  fottangente  moltipla  dell’afltfla  fe- 
condo un  qualunque  numero  m , farà  ydx  — mx  , cioè 

1 y~ 

dx  — dy  , ed  integrando  / ^ am~~ 1 x — ly  , o fia_. 

mx  y 

a"“'.v  — ym , curva  del  genere  delle  parabole. 

Debba  eflere  la  fottotangente  = ux-t-xx  , farà  l’e- 

a +-  x 

quazione  ydx  — 2 ax  +-  xx  , cioè  aydx  -t-yxdx  = laxdy  +. 
dy  a +-x 

xxdy  , o fia  adx  +-  xdx  — dy  y ed  integrando  ly  — 
2 ax  +•  xx  y 

l zax  +-  xx  t e però  xx  2 ax-yy  , equazione  all’iper- 
bola  . 

Deb- 
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Debba  edere  la  fottangente  = 2 axy — 3**  , farà 
. ay  +-  ìxx 

l’equazione  ydx  — iaxy — 3#* , cioè  ayydx  +■  ìyxxdx  — 
dy  ay  4-  $xx 

Mxydy  — 3 x'dy  . Secondo  ciò,  che  è flato  detto  al 
num.  18.  procuro  di  ridurre  quella  equazione  al  cafo 
del  num.  14.  ; pongo  adunque  y — zz  , dy  — izdz  , 

a a 

fatte  le  foflituzioni  , farà  z*dx+-  ^zzxxdx  = qxz' dz  — 
tx'zdz,  ed  eccola  ridotta  al  fuddetto  cafo;  quindi  fi 
fepareranno  le  indeterminate  , fe  fi  porrà  z = xp  , 

a 

dz  — xdp  4-  pdx  , e fatte  le  foflituzioni  , farà 

a 

p*x*dx  4-  3 ppx'dx  = 4 x*p'  X xdp  4-  pdx  — 
a 4 aa  a 1 a 


6x+p  X *■</>  4-  pdx  t cioè  paapdx  — 3 p'  dx  — qxppdp  ■— 

a a 

6aaxdp  , e però  dx  — 4 ppdp  — G.vidp  , ed  integrando  , 

* 9Mp  — 3p' 

y e redimito  il  valore  di  p , cioè 


Ix  - 


' 1 y'  p* — $aapp 
. • 

a V ay  , farà  x — m 


" cioè  finalmente-. 


j/t'yy—Wyx* 

X* 


a*yy  — 3 a'yxx  — mia: 


* tt 


Le 
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Le  due  foflituzioni  fatte  di  y — zz  , e di  z = xp  \ 

a * 

per  feparare  !e  indeterminate , ci  fanno  vedere  , cheJ 
fui  bel  principio  badava  farne  una  fola  , cioè  y~xxppt 

a * 

Ma  affai  più  fpeditamente  fi  otterrà  l'intento  fcri- 
vendo  l’equazione  cosi  : lyxxdx  +■  $x'  dy  — zaxydy  — 
ayydx  , la  quale  divifa  per  xx  farà  3 ydx  +•  $xdy  — 
Zaxydy — ayydx  , ed  integrando  , $xy  — a"y  , cioè  ay  zz 

XX  . X } 

xx  , parabola  apolloniana  , quando  fi  0 romena  la  co- 
lante m . 

Debba  effer  la  fottangente  = 4x 1 — axy  , farà  l’e- 

3** — ay 

quazione  4*  * — axy  — ydx  , cioè  4*  ' dy  — axydy  ~ 

3 va? — ay  dy 

3 xxydx  — ayydx  , che  ferivo  in  quell'  altra  maniera  : 

4 x’dy  — lyxxdx  — axydy  — ayydx  . Offervo  , che  il  fe- 
condo membro  farebbe  integrabile  fe  foffe  divifo  per 
xxy  ; divido  adunque  tutta  1’  equazione  , onde  fia_. 

4 xdy  — 3 vi*  — axdy — aydx  , pongo  l’integrale  di  effo 

y xx 

fecondo  membro  ay  — z,  e fatta  fvanire  dall’equazione 

• X 

la  y , farà  effà  /\x  X xdz  -f-  zdx  — 3 zxdx  = dz  , 

ZX 

cioè 
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cioè  4*iz  -t-  zdx  — dz  , la  quale  fi  potrà  cofiruire  col 

Z 

metodo  del  num.  14.  , o pure  preparata  giulla  il  me- 
todo del  num.  24.,  farà  x X 4 dz-t-dx  = dz  . Faccio 

z * 

adunque  4 dz  +-  dx  — dp  , ed  integrando  lz*x  = la'p , 

z x p 

o fia  z'x  — a'p  y e però  fatta  fvanire  dall’equazione, 
finale  la  x , areremo  finalmente  a*p\dp  — dz  , cioè 

p 

a* dp  = z4dz  , ed  integrando  , a*p  = z' , in  cui  rcflitui- 

T 

to  il  valore  di  p , indi  quello  di  z , farà  xx  = ay  , pa- 
rabola apolloniana . 

Debba  effer  la  fottangente  = a+-xla+x  , farà 

a+-  la  + x 

l’equazione  a +•  x la  4-  x — _ydje , cioè _dy  z: adx  +•  dxl  a 4-  x . 

a-hla+-x  fy  y a+-xla+-x 

Per  pafTare  all’ integrazioni , pongo  a+-x/a+-x  = z, 

e però  dz  — dxl  a- 1-  x +•  aix  ; ( fuppofla  la  logaritmica 
della  fottangente  — a)  fofiituiti  i valori  nell’equazione, 

farà  dy  — dz  , ed  integrando  y — z,  cioè  p — a+-xla+-xt 
~y  * 

cur.va  trafeendente  , ma  che  facilmente  fi  deferivo  , 
fuppofla  la  logaritmica  . 


tt  2 
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PROBLEMA  IL 

41.  Ritrovare  la  curva , il  di  cui  fpazio  Jia  eguale 
a due  terzi  del  rettangolo  delle  coordinate  . 

La  forinola  dello  fpazio  è ydx , e però  averaffi 

J'ydx  = -^xy  , quindi  ydx  — -~xdy  +•  ~ ydx  , cioè  ydx  cz 

ìxdy  , o fia  dx  = dy  , ed  integrando  come  fopra_ , 

xx  y 

I ax  — ly  y t<\  ax  — yy , flelTa  parabola  . 

Debba  lo  fpazio  efler  eguale  alla  quarta  poterti 
dell'  ordinata  divifa  per  un  quadrato  collante  ; farà 

J' ydx  — y * , cioè  ydx  = 4y  ’ dy , o fu  aadx  — 4 yydy , ed 


aa 


integrando  , laax  — y'  , parabola  prima  cubica. 

4 

Debba  lo  fpazio  elfer  eguale  alla  poterti  m dell* 
ordinata  divifa  per  una  collante  , farà  f ydx  — ym  , 

J am  — * 

cioè  ydx  — mym~~  * dy  , o Ila  am~  ldx  — tny  m ~ 1 dy  , 


ed  integrando  m — i'/\am’~1x  = ?nym~,t  curva  del  ge- 
nere 
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nere  delle  parabole  , o dell’  iperbole  , fecondo  che  farà 
m — 1 pofuivo  , o negativo  . 

PROBLEMA  III. 

42.  Date  infinite  parabole  del  medefimo  genere  qua- 
lunque ; ritrovare , quale  fia  quella  curva  , che  tutte  /s_. 
taglia  ai  angolo  retto  . 

Sia  l'equazione  pm~‘"x"  —ym,  la  quale  (confidcran- 
do  , come  arbitraria  la  p , e fufcettibile  d’ infiniti  valori  ) 
efprime  infinite  parabole,  e Umilmente  confiderando  le 
m , ed  « , efprime  qualunque  genere . E fieno  effe  in_* 
primo  luogo  tutte  al  medefimo  alle  AB,  ( Fig.  3.)  ver- 
tice A , diverfe  folo  nel  parametro  . Una  di  quefte  in- 
finite parabole  fia  *AC , in  cui  AB  — x,  BC—y  . 

Da  un  qualunque  punto  C fi  conduca  la  tangente^ 
CT , e la  normale  CP;  già  fi-  fa  , che  farà  B T zz  mx  . 

Il 

La  curva,  che  fi  cerca,  fiaDC;  e poiché  quella  deve 
normalmente  tagliare  la  parabola  nel  punto  C , per  una 
porzione  infinitclima  dovrà  confonderli  con  la  normale 
CP  nel  punto  C;  adunque  C7*  tangente  della  parabola  AC 
farà  alfieme  normale  alla  curva  DC  nel  punto  C , ed  in 
confeguenza  BT  farà  nello  lidio  tempo  e fottotangente 
della  parabola,  e fottonormale  della  ricercata  curva  DC. 
Ciò  che  dicefi  della  parabola  AC , conviene  a qualun- 
que 
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quc  altra  del  medefimo  genere  . Il  problema  adunque 
confitte  a ritrovare  , quale  Ila  la  curva  DC , la  di  cui 
fottonormale  ila  = tnx  . L’efpreflionc  generale  della_« 

» 

fottonormale  è ydy  , che  in  quello  cafo  deve  prenderli 

dx 

negativa  , perchè  nella  curva  DC  crefcendo  AB  (x)  , 
cala  BC  (y)  , c però  fari  l’equazione  differenziale  mxzz 

fi 

— ydy  , c feparando  le  variabili  , mxdx  = —ydy , cd 

UT  " 

integrando , tnxx  — — yy  4-  eia  , o fia  ttyy  — *naa  xx , 

ir  z m m 

equazione  all’ellilfi.  E perchè  in  nelTun  modo  ci  entra 
il  parametro  p y la  foluzione  fara  generale  per  le  infi- 
nite parabole  cosi  deferitte  . . 

Se  l’efponente  n della  equazione  pm~”  xn  = ym  fi 
fupporri  negativo,  onde  l’equazione  fta  x”ym  = 
in  cui  ora  è pofitivo  , fari  ella  all’ infinite  iperbole  del 
medefimo  genere  fra  gli  afintoti , le  di  cui  fottotangen- 
ù fono  —tnx  , e deve  pure  ellere  a quelle  eguale  la- 

n 

fottonormale  della  curva  DC;  adunque  farà  — mxjz 

n 

— ydy,  cioè  mxdx  -ydy,  ed  integrando,  mxx-yy  -h  aa , 

UT  • » .ir  * 

o fia  xx  - maa  = nyy , equazione  all*  iperbola . 

m m 

.Se 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IV.  947 
Se  le  infinite  parabole  AC , QC  ec.  dell’  equazione 
p — y’"  averanno  tutte  Io  ffeiTo  parametro,  ma_. 
ciafcuna  diverfo  il  vertice  fui  medefimo  affé,  vale  adire, 
fe  una  fi  muova  Tempre  full’ alle  parallela  a fe  medefi- 
ma;  chiamando  da  un  punto  filTo  A (Fig.  4.)  una  qua- 
lunque AB  = x , e prefa  una  qual  fi  fia  QC , la  di  cui 
affi tTa  QB  = z,  ordinata  BC  = y , farà  pure  — ydy_  la_, 

dx 

fottonormale  della  ricercata  curva  DC,  e però  eguale 
alla  fottotangente  B T della  parabola  QC;  quindi  l’equa- 
zione — ydy  —mz;  ma  per  l’ equazione  della  parabola  fi 

dx  n 

m * ” 

a z — yn  , adunque — ydy  — myn  , cioè  dx  — 

m — n fa  tn  — n 

p tip  » 

m ' — m 1 m 

— ~ p » y » dy , ed  integrando  , x = 

V ' — H m r» 

nnp~~»~  y » equazione  della  ricercata  curva  DC. 

«iXw-t» 

Le  parabole  fieno  apolloniane  ' cioè  m — zy 
n = 1 ; l’equazione  integrata  non  fervirà  in  queflo  ca- 
fo  , perchè  fatte  le  fofiituzioni  de*  valori  di  m , ed 
x averaflì  x — — pi  ma  prefa  la  differenziale  , farà 

O 

cfla  dx  = — ~p  X dy  , equazione  alla  logaritmica  . La_ 
v 


curva 
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curva  adunque,  che  taglia  le  infinite  parabole  apollonia- 
ne  ad  angolo  retto,  farà  la  logaritmica  MCN , la  di  cui 
fottangente  è eguale  alla  metà  ilei  parametro  delle  para- 
bole . 

Le  parabole  fieno  prime  cubiche , cioè  m = J , « = x, 
farà  x — — ppy  ~ 1 , o fia  xy  — pp  , e la  curva  D C far* 
— j"  ~T 

l’iperbola  fra  gli  afintoti  . 

Le  parabole  fieno  le  feconde  cubiche  ; cioè  m — 3 , 

n~i,  farà  x ^py  , o fia  xx=~py,  e la  curva_ 

DC  la  parabola  ordinaria  . Prefi  altri  valori  per  le  m , 
ed  »,  altre  curve  fi  averanno  .* 

Se  le  parabole  JC,  QC  cc.  oltre  l’avere  fui  me- 
defimo  affé  diverfo  il  vertice  , averanno  variabile  il  pa- 
rametro , cioè  uguale  in  ciafcuna  alla  rifpettiva  diilanza 
del  vertice  dal  punto  fido  E , prefa  una  qualunque  Q C , 
fia  E B = x y affida  della  ricercata  curva  DC , BC  ordi- 
nata -y  , EQ  = p = al  parametro , farà  Q B = x — p , 

* 

c l’equazione  delle  infinite  parabole  pm~*x — p —ym, 
e la  fottangente  B T :=  >»  X * — p , e però  l’equazione 

H 

— ydy  =.  ni  X x — p • • 

dx  n 

Le  parabole  fieno  apolloniaue,  cioè  m — 2,  »— r, 

farà  p = *•  ± — yy  » quindi  fatte  le  fofiituzioni 

. s f 4 

nell* 
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nell’equazione  — yfy  = » X * — p , farà  efla  — ydy  = 

dx  n • dx 

xz^t^xx — yy  , che  fi  potrà  ridurre  col  metodo  del 

numero  14.  alla  feparazione  , per  indi  paflare  all’inte- 
grale , che  farà  algebraico  . 

Se  le  infinite  parabole  AC , QC  ec.  dell’equazione 
pm~n  zn  —ym  aVcranno  lo  fielTo  parametro  collante  , gli 
affi  paralleli  , ed  i vertici  variabili  nella  perpendicolare 
agli  atti  , vale  a dire,  fe  una  fi  muova  in  maniera,  che 
ciafcun  punto  di  ella  deferiva  delle  perpendicolari  agli 
affi  . Prefane  una  qualunque  EC  ( Fig . 5.)»  e chiamata-. 
AM  — E B — z,  BC  ~ y , MC  — x t e condotta  alla  pa- 
rabola EC  la  tangente  CT  prodotta  in  V , farà  MV  la 
fottonormale  della  ricercata  curva  D C;  ma  poiché  BT— 
mz  , farà  M.V  — mzxt  quindi  averaffi  l’equazione  mzx  — 

n ny  ny 

m-**  n 
■ ■ ■ ■ • 

— xdx  y e fofiituito  in  luogo  di  y il  valore  p m zm 

dz 

dato  dall’equazione  pm~”zn  — ym  , farà  finalmente-. 
mzx  — — xdx  y cioè  — tnzdz  — dx , ed  in- 

m — » n dz  m — n n 

np  m zm  . np  m zm 

u u te- 
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tm 

tegrando  , x = — mmz  m , equazione  della 

m — n 

n)itm  — nXp  m 
curva  ricercata  DC. 

Le  parabole  fieno  apolloniane,  cioè/»=2,  w = i , farà 
m-  — 4z»  , o Ha  9pxx  - z’ , e però  la  curva  DC  la 

I IO 

3P* 

feconda  parabola  cubica  , il  di  cui  Iato  retto  farà  a— 
quello  della  parabola  AC,  come  il  9.  al  1 6. 

Avvertali , che  in  quello  cafo  la  pofizione  della  cur- 
va D C non  farà  la  fegnata  nella  figura  5. , ma  averà  il 
vertice  in  A , tagliando  ad  angolo  retto  la  parte  infe- 
riore delle  parabole  apolloniane , cioè  incontrando  il  con- 
velTo,  come  nella  figura  6. 

Fiffato  altro  genere  per  le  parabole  A C , farà  pure 
una  parabola  d’altro  genere  la  curva  DC . 


PRO- 
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PROBLEMA  IV. 

43.  Sulla  retta  AD  (Fig.  7.)  infida  la  retta  AG 
m angolo  femiretto,  fi  ricerca  l'equazione  della  curva  AB, 
la  di  cui  proprietà  fia,  che  F applicata  B D.  abbia  alla  fot- 
totangente  DF  la  ragione  d’atta  cofìante  a alla  BG  . 

Chiamate  AD  — x , DB  — y , farà  CB  — y — x , 
quindi  per  la  condizione  del  Problema  fi  averà  y , 
ydx  : : a,  y — x , e però  l’ equazione  adx  = ydy  — xdy . 

dy 

Per  feparare  le  indeterminate  mi  fervo  del  metodo  del 
nura.  23.,  pongo  pertanto  x = Ay+-p+Byedx  — Ady  4 -dp; 
fatte  le  foliituzioni , farà  aA.iy  +■  adp  — ydy  — Aydy  — 
pdy  — Bdy , ma  in  quella  equazione  fi  feparano  le  inde- 
terminate, fe  fparifcano  il  primo,  e fecondo  termine.- 
dell’omogeneo  di  comparazione,  cioè  fe  fia  A — 1 , c B 
rimane  arbitraria,  che  porrò  per  brevità  no;  adunque 
la  foftituzione  da  farfi  è .vnjy +-  p,  dx  = dy-hdpt  e l’equa- 
zione farà  adp = — ady — pdy , cioè  adp  — — iy  > curva 

a-h-p 

trafcendente , e che  dipende  dalla  logaritmica  . 


uu  2 
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PROBLEMA  V. 

44.  Ritrovare  la  curva  , la  di  cui  area  pa  axy  4- 
bxcy*  , chiamando  al  folito  le  ajjijje  x , le  ordinate  y . 

Deve  adunque  eflere  j* ydx  — axy  4-  bx'y>  ; e però 

ydx  = axdy  +-aydx  +-cby‘ xc~'  dx  +•  ebxcy*~'1  dy  ; o fia, 
fatto  a — 1 ✓=:  m , mydx  4-  axdy  4-  cby  ,xc~ldx  4- 
ebxcy'~'  dy  — o.  Per  feparare  le  indeterminate  in  quella 
equazione  fi  potrebbe  fervirfl  del  metodo  del  num.  33. 
ponendo  x = «*“ 1 z*~  ■ , ed  y — z l~c  , onde  dx  — 

e — 1 X z'~1u‘~ldu+-e — »X , e dy  = 


i — c X c dz  ; ma  fatte  le  fortituzioni , ci  fi  prefen- 
terebbe  un'equazione  molto  compolla  , la  quale  richie- 
derebbe un  lunghilfimo  calcolo  . 

Per  venirne  a capo  con  brevità  : riprefa  l’ equazio- 

nc J' ydx  — bxeye  +■  axy  , pongo  x'y'  — q,  onde  l'e- 
quazione fia  j' ydx  — bq  +-  axy  , e però  ydx  — bdq  4- 

axdy  •+-  aydx  . Ciò  porto  , mi  fervo  del  metodo  del  num. 
24. , a norma  di  cui  ferivo  l’equazione  cosi  : 


axy  X 1 — a X dx  — dy  — bdq  ; indi  pongo 

a x y 


i —a'Xdx  — dy  — dp’,  e però  integrando,  t — a Jx~lpt 
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i — a 

o fia  * = p . Fatte  per  tanto  le  dovute  fo- 

9 j.  • 

ftituzioni  , averaflì  l’ equazione  ax  a dp  — bdq  . 

fp 

I 

Ora  per  efpriraere  la  per  le  affante  p , q , fi 

I 

rifletta  , che  x'y*  — q , cioè  y*  = jr_,  cioè  y — q ° » 

r C 

xc  - 

« ' 


ma  fi  à pure  *•  a —y  , dunque  * a — 
? P 


qe  y o fia_. 


e — # 4-  aC  i 2, 

x » — q • p y e finalmente  xa  — 

i « 

— a»  +-  ac  p e — as  +-  ac  , Fatta  adunque  quella  foflituzio- 

t 

ne  in  luogo  di  x * , averemo  l’equazione 

# uf  — iac  — g 

0pc~ae*-ac  dp  — bdq , cioè  at  +"  M dp  — 


qc  — ae  +-  ac 


— i 

bq  * — •‘c+-acdq  t ed  integrando  , 

at—  oc  « -flf  4-.lt-  I 

ae  — uje*-gjc  X pc~  ae^~c  = be  - bae  +-bacXq  '-**+“  +■£, 
ae — ac  e — ae+-ac~  i 

equazione  della  .curva  > che  fi  cerca.  ^ 
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E*  manifefto  , che  quella  curva  farà  per  lo  piu  al- 
gebrica quando  le  quantità  a,  c,  e faranno  razionali , 
ed  all’oppoflo  trafcendente  quando  una  di  effe  farà  irra- 
zionale. Diflì  per  lo  più,  perchè  anche  polle  razionali  le 
a,  c,  e , farà  però  trafcendente  la  curva  , fe  fìa  e = c ; 
o pure  a — i — <?;or  = i,ed  afficene  a = i;o«  = o, 

c — e 

ed  affieme  e—i , ed  in  diverfi  altri  cafi,  che  non  ferve 
tutti  accennare . 


CAPO 
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CAPO  IV. 

Delia  riduzione  delle  Equazioni  differenziali 
del  fecondo  grado  . 

45.  ^^Uando  le  equazioni  differenziali  del  fecondo 
grado  fono  tali , che  pollano  loro  adattarfi  le  Regole  fpie- 
gatc  dell’ integrazioni  si  ne’cafi  delle  variabili  feparatc, co- 
me in  quelle,  che  fono  mille,  nulla  occorre  di  più,  che  fer- 
virli  delle  dette  regole,  e cosi  per  mezzo  dell' integra- 
zioni ridurle  a’ primi  differenziali;  e però  intorno  a ciò 
nient’ altro  fa  d’uopo  aggiungere  . Che  fc  poi  le  formolo 
cosi  ridotte  al  primo  grado  non  areranno  bene  fpeffo  fe- 
parabili  le  indeterminate,  nè  faranno  coflruibili  in  verun 
modo,  la  colpa  non  farà  della  maniera,  con  cui  fi  fvi- 
luppano  le  feconde  differenze  , ma  piuttoflo  di  quella  , 
con  cui  fi  maneggiano  le  prime  . 

Dovrà  adunque  verfare  la  noftra  induflria  circa  il 
ridurre  le  equazioni  differenzio-dijferenziali  ad  effere  atte 
per  le  adeguate  regole  dell’ integrazioni , il  che  fi  può 
tentare  in  più  modi . 

4 6.  Una  maniera  potrà  effere  di  fervirfi  de’foliti 
ripieghi  dell’Algebra  volgare  trasponendo  i termini  , di- 
videndoli , o moltiplicandoli  per  qualche  quantità  , ed 
altri  fintili.  Ma  prima  d’ogn’altra  cofa  è neceilario  ri- 
cordar fi 
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cordarli,  o fapere,  fé  nel  pafTare  dalle  prime  alle  fecon- 
de differenze  fiali  prefa  qualche  fluffionc  per  collante , 
c quale  fia  Hata;  ed  in  oltre,  che  ficcome  nell* integra- 
zioni dalle  prime  differenze  alle  quantità  finite  fi  aggiun- 
ge Tempre  la  collante  , cosi  nulla  meno  devefi  aggiun- 
gere nelle  integrazioni  dalle  feconde  alle  prime  diffe- 
renze . Ciò  pollo  , fia 

ESEMPIO  I. 

Sia  propolla  l’equazione  bym  — zaydix  +-  adxdy  , in 

c”‘  dudy 

cui  la  du  zz  1/ dx 1 a-  dy 1 c l'elemento  della  curva,  e fi  fup- 
pone  collante  ; la  ferivo  cosi  bv m dydtt  — zayddx  +■  adxdy . 

cm 

Il  primo  membro  , effendo  collante  du,  è integra- 
bile, quando  anche  fi  multiplichi  , o fi  divida  per  qua- 
lunque funzione  di  y ; ed  offervo,  che  lo  farebbe  pure 
il  fecondo,  fe  fi  divideffe  per  2! /y.  Divido  adunque.» 
tutta  l’equazione  per  zv y , e farà  bym  dvdu — 

2 cml/y 

t i I 

zayddx  4-  adxdy  > cd  integrando  farà  by  1 du  — 

zv y P 

m-h  - Xzcm 
2 

adxi/y  -t  adu  t 'a,  equazione  ridotta  alle  prime  differenze. 

Nell’ integrare  ó aggiunta  la  du  appunto,  perchè  è 
collante,  e l’ó  moltiplicata  in  a Va  per  gli  omogenei. 

ESEM- 
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ESEMPIO  II. 

• • . • * . i 

• . » * • • 

Sia  V equazione  f = dx'  — yddy  , in  cui  fi  è prefa 

y * dx1 

vdx  per  cofiante;  la  moltiplico  per  ìdy , e farà  ìfdy  = 
ìdx'dy  — lydyddy  , cioè  ìfdy  = 2 dy  — idyddy  , ed  inte- 

y’  dx1  yi  yyjx  » 

grando , per  efler  cofiante  ydx , farà  f zfdy  = 

— _i_  — dy 1 +-  nyydx 1 . 

yy  yydxi 

ESEMPIO  III. 

Sia  r equazione  f=du'  — vddv  , in  cui  dx  fia  co- 

y'  dx* 

fiante,  e du  l'elemento  della  curva,  cioè  i/dx 1 +-  dy 1 = du . 
Poiché  dunque  è cofiante  dx , farà  dyddy  - duddu  , o 
però  fofiituendo  il  valore  di  ddy  nell’equazione,  farà /= 
dydu1  — y duddu  , e nioltipLcando  per  iy  t ify  — 
y 1 dydx 1 

lydydu'  — zyvduddu  , cioè  zfdy  ~ ìydydu1  — Zyyduddu  , 
y'dydx1  y*dx> 

XX  ed 
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cd  integrando  i J'fdy  — — du1  4 -ndx1. 

yydx 1 

In  quell’ altra  maniera  ancora:  porto  nell’ equazione 
in  luogo  di  du  il  fuo  valore,  farà  ella/  — dx1^  dy1  — yddy  , 

y'dx'  ’ 


e moltiplicando  per  lydy , ifydy  —lydydx 1 +iydy 1 - ìyydyddy, 

y'dx1 

cioè  2 fdy  — 2 ydydxl+-  lydy'  • — ìyydyddy  , cd  integrando, 
y*dx 1 


— dx1  — dy 1 +;  ndx 1 . 
yydx  * 


ESEMPIO  IV. 

Sia  l’ equazione  adx  — xyddy  4-  xdy 1 , in  cui  dx  fia 

dx 

cortante;  moltiplicata  per  dx , e divifa  per  x farà  adx 1 — 

se 

yddy  4 - dy1 , ed  integrando  , giacché  dx  è cortame  , 
adxlx+-  Adx  ~ydy.  Che  fe  faraflì  la  collante  aggiunta 
A — a , averafli  adx  l x +■  adx  — ydy  , e pattando  avanti 
con  l’integrazione,  axlx  — yy  . 

% 


ESEM- 


I 
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ESEMPIO  V. 

Sia  l’equazione  f ~ dxdydu 1 +- ydu 1 ddx  — ydxduddu , 

ydxdydt 1 

m cui  du  è l’archetto  della  curva,  dt  è data  per  #,  e 
per  y , e neduna  fluflione  prima  è fiata  prefa  per  co- 
llante ; la  divido  per  y'dx' , e la  moltiplico  per  2 , e 
farà  2 / = ìdxdydu 1 +-  2ydu 1 ddx — lydxduddu  , o lìa_ 
y'dx'  y*dx*  dydt 1 

ifdydt 1 = 2ydx  * dydu 1 +-  * dxddx — 2yydxlduddu, 

yydx * y*dx* 

ed  integrando  , 2 : jfiydt 1 — — du1  ±n. 

yydx 1 yydx 1 

Ma  fi  può  ben  dire,  edere  cofa  impoffibile,  il  fare 
ufo  di  quello  metodo  nell’ equazioni  , le  quali  fieno  al- 
quanto compolle , quando  a un  di  predo  già  non  fi  fap- 
piano  le  integrazioni,  che  devono  farli  , onde  paderò  ad 
altri  metodi . 

47.  Nella  foluzione  de’ Problemi  padando  dalle.» 
prime  alle  feconde  differenze  può  tornare  molto  como- 
do il  non  affumere,  qualora  Ila  libero  , Aulitone  alcuna 
per  collante  , per  potere  quindi  con  la  formola  fotto 
l’occhio  determinare  quella  tale  collante  , per  cui  l'ef- 
prellìone  venga  in  tale  modo  ad  abbreviarli  , che  fia^ 

x x 2 facil- 
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facilmente  integrabile  . Gli  ciempj  faranno  meglio  in- 
tendere il  metodo  . 

ESEMPIO  I. 

Sia  l’equazione  / — dy'  +•  dx1  dy  — xdyddx  +-  xdxddy  , 

2 x'  dy' 

la  quale  fiafi  avuta  fenza  aiTumere  alcuna  fluflìone  co- 
llante . Per  abbreviare  quella  formola  : confiderò  , quale 
pofia  efiere  quella  flufiìone  , che  prefa  per  collante  mi 
diftrugga  nell’omogeneo  di  comparazione  due  termini, 
due  foli  lafciandone  , e trovo  che  due  pofiono  efiere  , 
cioè  xdy  , e _dx_  . 

X 

Sia  dunque  xdy  — c , e prefe  le  differenze , xddy  +. 
dxdy  = o , e però  anco  moltiplicando  per  dx  , xdxddy  4- 
dxldy  — o , con  che  fparilcono  nell’omogeneo  di  com- 
parazione dall’  equazione  principale  il  fecondo  , e quar- 
to termine  così,  che  fx  avrà  /_  dy 1 — xdyddx  ; ma_. 

. . 2 x'  dy' 

efiendo  xddy  4-  dxdy  — o , farà  dy  — — xddy  , quindi 

dx 

fofiituendo  , farà  f = — xdy 1 ddy  — xdyddx  , cioè 

ix  ’ dxdy ' lx'  dy' 

f — — xdy  ddy  — xd xdyddx  , o Ila  j~  — dyddy  — dxddx  , 
ìx  '•  dxdy  ' ixxdxdy 1 

ma 
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ma  xdy  = c , adunque  f ~ — dyddy  — dxddx  , e final- 


xccdx 

mente  fdx  ~ — dyddy  — dxddx  , ed  integrando  , 

ICC 

J' fdx  — — dy * — dx  - jt  ttj  o Ila  J 'fdx  — — dy 1 — dxx±,n. 

4 cc  qxxdy  - 

Quando  fiafi  giunto  all’equazione  / = dy  ' — xdyddx  , fi 

2x'  dy' 

può  più  brevemente  palfare  all’  integrazione  moltipli- 
candola per  dx  , e difponendola  cosi  :fdx  — dx  — dxddx , 

zx  * zxxdy 1 

mentre  e (Tendo  «dy  collante  , farà  rfdx— — 1 

J 4XX 

dx 1 iz  n , come  fopra  . 

4 xxdy 1 

Facciafi  ora  coflante  la  quantità  dx  . Una  tale  fup- 

K 

pofizione  dando  xddx  — dx 1 — o , e però  anco  — 

xx 

xdyddx  4-  dx1  dy  = o , toglie  il  fecondo  , e terzo  termi- 
ne dall’equazione  principale  , e la  muta  in  quella  / = 
dy'  4-  xdxddv  , e moltiplicando  per  dx  , fdx  = 
zx  ' dy  * 

dxdy 1 +-  xdx 1 ddy  , il  di  cui  integrale,  a cagione  di  dx, 
zx'  dy'  x 
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o dx  * collante , fi  trova  edere  r fdx  — — * — dx1  ± », 
**  J qxx  4 xxdy1 

come  (òpra  . 

48.  Ma  per  fapere  a un  di  predo  , quale  fluffione 
poda  prenderli  per  collante,  fi  odervi , fe  nell’equazio- 
ne propolla  vi  fieno  due , tre  , o più  termini  , i quali 
moltiplicati , o divifi  per  una  quantità  a loro  comune, 
podano  ridurli  ad  edere  integrabili;  indi  fatta  l’integra- 
zione , la  loro  integrale  fi  prenda  per  collante  , c fi 
proceda  nel  modo  fpiegato  . Se  non  Tempre  , qualche» 
volta  almeno  avremo  l’intento  . 

Ripiglio  l’equazione  / = 

dv**-dxldy  — xdyddx  +-  xdxddy  ; odervo  , che  i due.» 
2x 1 dy  ‘ 

termini  dxìdy+-  xdxddy  divifi  per  dx  rimangono  dxdy  +- 
xddy , quantità  integrabile  , e che  il  fuo  integrale  è xdy  ; 
ecco  adunque , per  qual  cagione  doveva!!  prendere  que- 
lla quantità  per  collante  . Similmente  odervo  , che  i due 
termini  dx'dy  — xdyddx,  fe  fi  dividono  per  — xxdy , 
ci  danno  — dx'-t-xddx,  quantità  integrabile  , il  di  cui 

XX 

integrale  è dx  ; potevafi  adunque  prendere  per  collante 

X 

anche  la  fluffione  dx  . 


ESEM- 
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Venga  propolfa  la  formola  xy  X dxdiy  — dyddx  — 
ydydx 1 — yydzdy 1 — xdxdy 1 , in  cui  la  variabile  z è in 
qualunque  modo  data  per  y . 

La  difpongo  cosi  : xydxddy  +- yydzdy 1 z:  yxdyddx  +- 
ydydx 1 — xdxdy 1 , ed  oflervo  , che  fe  fi  divida  per 

l'omogeneo  di  comparazione  , farà  egli 
yxddx  +-ydxl — xdxdy  , il  di  cui  integrale  xdx  . Pren- 
yy  y 

do  adunque  per  collante  xdx , e però  xdx  — c , ed 

y y 

xyddx  +■  vdx 1 — xdxdy  = o , quindi  la  propofia  equazio- 
yy  * 

re  verrà  ad  edere  xydxddy  +■  yydzdy 1 — o t cioè  dz  = 
— xdxdly , ed  integrando , per  edere  xdx  collante.,  , 
)'dy'  y 

jt  — xdx  +:  ti . 

ydy 

49.  Quando  in  una  equazione  del  fecondo  grado 
manca  l’una,  o l’altra  delle  due  indeterminate  con  tutte 
le  fue  funzioni  , e non  entrano  nella  formola  fe  non  le 
fue  differenze  prime,  o feconde  in  qualllfia  modo  cora- 

pofle 
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porte  , cd  a qualunque  .dignità  elevate  , l’integrazione, 

0 riduzione  alle  prime  differenze  farà  Tempre  in  nortra 
mano  per  mezzo  di  una  fortituzione  . Quella  farà  di 
porre  la  prima  differenza,  che  fluifee  , eguale  ad  una_ 
nuova  incognita  moltiplicata  nella  fluffione  affunta  co- 
rtame, o che  fi  affittita  ad  arbitrio  in  cafo,  che  nefluna 
loffie  fiata  fidata  cortame.  Per  efempio:  in  una  data_* 
equazione  fia  fiata  fupporta  dx  variabile  , e dy  collante  ; 
fi  faccia  dx  — pdy  , e prendendo  le  differenze  nell’ipotefi 
di  dy  cortame,  ddx  = dpdy . Fatta  quella  follituzione  in 
luogo  di  ddx  , e maneggiata  1*  equazione  , col  follituirc 

1 valori  prefi  dall’equazione  dx  — pdy , fi  ridurrà  Tem- 
pre alle  prime  differenze  . 

O pure  Te  tornalfe  più  comodo,  fi  ponga  la  prima 
fluffione  della  variabile,  che  manca  dall’equazione,  egua- 
le ad  una  nuov%  indeterminata  moltiplicata  nella  prima 
fluffione  dell’altra  . Fatte  le  debite  Tortituzioni  , avendo 
riguardo  alla  fluffione  , che  farà  fiata  prefa  collante  , 
averemo  l’equazione  propolta  ridotta  alle  prime  diffe- 
renze . 


ESEMPIO  I. 

Sia  di  nuovo  1’  equazione  dell’  efempio  primo  del 
num.  46.  bym  — iayddx-h  adxdy , in  cui  è fupporta  co- 
c m dtidy 

dante  la  du  . Fac- 
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Faccio  pertanto  dx  — pdu , e differenziando,  ddx— 
dfdu , quindi  furrogato  quello  valore,  averemo  bym  — 

~cnl 

tayjp  iu  4-  apdu  iv  , cioè  bym  = 2 aydp-t-apdy,  e però 

c m dy 

by™  dy  — laydp  +■  apdy , la  qual  equazione  di  vita  per  2/j> 

m 4-  -1 

è integrabile,  e l’integrale  fi  è h * = ap\^y±g\ 

tn+-  -^X.2cm 

m+-  1 

ma  p — dxì  dunque  by  1 du  — adxV^yìzgdu. 

du  r 

W+-  - \2Cm 

ESEMPIO  II. 


Sia  l’equazione  fyydydx * :r  — duddu  . La  / è data 
per  y , du  è 1* elemento  della  curva,  ed  ydx  è la  Audio* 
ne  prefa  collante  . Faccio  adunque  du  = pydx  , e diffe- 
renziando, ddu  — ydpdxy  e però  fatte  le  fodituzioni,  farà 
fyydydx 1 — — yypdpdx 1 , cioè  jdy  — — pdp  ; onde  inte- 


grando, ? C fdy  — — pp  +•  2>«  , ma  pp  — da’  = 

j'yd.* 1 

d*1  4-dy1;  fitte  pertanto  le  follituzioni  , e la  riduzio- 
ni* * 


yy 


ne 
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ne,averaflì  dx  — 


dy 


V 2 myy  — I — 2 yy  f fdy 


Riduco  ora  la  fiefla  equazione  per  mezzo  dell’  al- 
tra follituzione  indicata  , Pongo  adunque  dx  — pdu  , e 
ddx  = dpdu  +-  pddu  , e però  ddu  zz  ddx  — dpdu  . Fatte  le 

V 


fofiituzioni  , farà  l'equazione  fyyppdydu 1 = , 

— duddx+-  dpdu1 , ma  è Hata  alTunra  collante  la  fluiTio- 

f 

ne  ydx  , quindi  averemo  yd.lx  ■ t-  dydx  — 0 , cioè  ddx  ~ 

— dxdy  , o fia  ddx  — — pdudy  , e furrogato  quello  va- 

> y 

lore  ancora  nell'equazione  , farà  fppyydy  = dy-*-dp.  Ciò 

y T 

pofio  : paffo  avanti , e faccio  dy  +-  dp  — dq , onde  py  — qt 

y f T 

e però  — dq  , o fia  /Jy  = dq  , ed  integrando. 


** 


ma  qq  ~ pp.yy  zz  yydx  1 = jjyix*. 

' </#*• 


r fdy  - — l 

J 2 qq  du 1 dx''-hdy1 

dunque  farà  2 ("fdy  — - — dx1  — dy1-*-  im  , da  cui  fi  ri- 
J . yydx 1 


cava 


come  fopra,  dx 


ESIÌM- 
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ESEMPIO  III. 


Ripiglio  l’equazione  dell’efempio  3.  del  nutrì.  46. 
fy  1 dx*  — dx1  +-  dy1 — yddy  , in  cui  è collante  dx  , e_. 
pongo  dy  — pdx  , e però  ddy  = dpdx  , fatta  la  fofiitu- 
z one  , farà  fyidx  * — dx1  -h  dy1  — ydpdx  , e fatta  fpari- 
re  la  col  valore  , avererno  fyidy1  — dy^-bdy1  — 
P 7f  tp  ' 

ydyip  , cioè  fyìdy'—  dy1  +- ppdy 1 — ypdydp  , e dividendo 


per  y\dy  , farà  /iy  z:  dy+-ppdy — ypdp  , ed  integrando  , 


rffy  — — I — PP  +-  « , 
J iyy  tyy 


e fatta  la  foflituzione  in_. 


luogo  di  p del  valore  dy  , 


dx 


ffd,=~ 


— dy 1 -l-  f»  # 


2yy  2yydx% 


cioè  2 r f dy  ~ — dx1  — dy1  +■  2 m , e però  dx  — 

1 


4v 


50.  Che  fe  nella  proporla  equazione  nefTuna  Sof- 
fione fia  fiata  prefa  per  collante  , una  fe  ne  prenda  a 
piacere  , e fi  operi  come  s’è  fatto  nel  num.  48. 


yy  2 
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ESEMPIO. 


Data  l’equazione  dell’ efempio  5.  num.  4^. , in  cui 
nefluna  fluflione  è alluma  collante  , cioè  fy'dfdx'  = 
dxdydu  - +■  ydu 1 ddx  —ydxduddu  ( polla  ydx  in  luogo  di 
dt)  , fe  fi  prenda  collante  dx,  fparirà  il  termine  ydu'  ddx, 
c l’ equazione  farà  fy 1 dydx 1 — dydu 1 yduddu  , ondo 
per  ridurla  dovrà  porli  du  — pdx  , quindi  ddu  — dpdx  . 
Surrogati  quelli  valori , averemo  fy  ' dydx 1 = ppdydx 1 — 
ypdpdx 1 , c:oè  /y'dy  = ppdy  — ypdp  » quale  equazio- 
ne, per  palTare  alle  integrazioni,  ferivo  cosi:  fy'dy  = 
ppy  x dy dp  , quindi  integrando  col  metodo  del  num. 


y r 

24.  dell* antecedente  capo,  Cfdy  = — Jp_  +-»>;  e re- 

1VV 

ftituito  il  valore  di  p, ^/d^  = — . 


tyy 

du  1 +-  M» 


ìyydx 1 

Se  fi  prenda  collante  dr/,  fparirà  il  termine  ydxduddu, 
e l’equazione  farà  fy  ' dydx 1 - dxdydu1  +■  ydu1  ddx  , o 
però  dovrà  porfi  d*  = pdu , ddx  = dpdu  . Softituiti  quelli 
valori,  averemo  fy'dyX  p'du ’ = pdydu' +- ydpdu'  , cioè 

» dy  - pdy+  ydp,c  però  integrando,  terkjfdy  =-  1 +-  w. 
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c reflituito  il  valore  di  p , ffdy  — — dul 

J ZyyJx  * 
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51.  Il  poterli  aflumere  una  flufiione  a piacere  per 
collante  nelle  equazioni  , in  cui  nefluna  fu  già  ftata_. 
prefa,  può  rendere  capaci  del  metodo  del  nura.  49.  al- 
cune equazioni  , le  quali , per  avere  ambedue  le  inde- 
terminate finite  , non  lo  fieno  ; e ciò  afiumendo  tale_, 
fluffione  per  collante  , che  faccia  fparire  tutti  que*  ter- 
mini, ne’ quali  fi  trova  l’una  delle  indeterminate  finite, 
rimanendo  quelli  foli,  che  l'altra  contengono  . 


ESEMPIO. 


Sia  l’equazione  dx  ‘ — dxdy1  — ydxddx  4-  ixdyddy , 
in  cui  neiluna  flufiione  è prefa  collante  . 

Se  faremo  collante  dx  , fparirà  il  primo  termino 
dell’omogeneo  di  comparazione  , e fe  faremo  collante 
dy  , fparirà  l’ultimo;  e si  nell’uno,  che  nell’ altro  cafo 
una  fola  delle  indeterminate  rimane.  Fidò  adunque  co- 
llante dx  ; farà  l’equazione  dx » — dxdy * = 2 xdyddy  . 
Pongo  dy  = pdx  , ddy  = dpdx\  fatte  le  foflituzionijfarà 

a * a 

dx  ' — ppdx  » — ixpdpdx'-  , cioè  aadx  — ppdx  = 2 xpdp  , 

aa  aa 


O 
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o fia  dx  — 2 pdp  ; integrando  adunque  , farà  Ix  — 

x aa- pp 

— I aa  — pp+-  Im  , e però  x—m  , e redimito  ìjl-i 

aa-ff 

luogo  di  p il  fuo  valore  ady  , farà  x — m , 

dx  aa  — aady * 

dx 1 

cioè  x—  mdx 1 , o fu  mix*  — aaxix 1 — aaxdy 1 . 

1 — auiy 1 

52.  Ma  quandq  il  prendere  una  flulfione  a piace- 
re per  collante  non  ferva  per  eliminare  una  delle  due 
indeterminate  finite  , o la  fluflìone  collante  fia  già  Hata 
fidata  , ficchè  nell’equazione  rimangano  ambedue  le  in- 
determinate, fin’ ora  non  è fiato  feoperto  alcun  metodo 
generale  per  procedere  avanti . 

I metodi  fpiegati  polTono  avere  tal  volta  il  loro  ufo, 
ficcome  pure  i foliti  artifizj  dell’Algebra  comune  con— 
le  moltiplicazioni,  divifioni  ec.,  come  per  efempio  nell* 
equazione  xxydy*  = xìdx  — dx 1 , la  quale  divifa  per  xx 
farà  ydyx  — xddx  — dx1 , e però  integrabile  (fuppolla  dy 

XX 

collante)  e l’integrale  è yydy  — dx  +■  miy . 

Z X 

Tal’ ora  una  foftituzione  può  rendere  la  propolla., 
equazione  ibggetta  al  metodo  del  num.  45».  Ed  in  fatti 
l’equazione  xm ddx  = yddy  +•  dy1  +• yydy* , che  non  è 

fog- 
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foggetta  al  canone  del  fuddetto  numero,  lo  farà  però 
fe  li  faccia  ydy  — dz , onde  fia  xmddx  — dlz  +-  dzx  . 

53.  In  cafo  poi  , che  nelle  equazioni  fia  già  (lata 
afiiinta  la  fluflìone  collante  , può  edere  di  molto  ufo  il 
mutare  l’equazione  propolla  in  un'altra  equivalente  , in 
cui  neduna  flufiìone  fia  collante.  Per  far  ciò:  fia  l’equa- 
zione generale  dy  — pdx  (la  p è una  quantità  data  in_. 
qualunque  modo  per  x , e per  y ) e fia  dx  collante  , 
differenziando  farà  ddy  = dpdx  ; ma  è p~  dy,  dunque_, 

dx 

differenziando  fenza  alcuna  fluflìone  collante,  farà  dpzz 
dxddy  — dyddx , quindi  furrogato  queflo  valore  in  luogo 
dx1  . 4 

di  dp  nell’equazione  ddy  = dpdx , averemo  ddy  = 
dxddy  — dyddx.  Se  pertanto  in  una  qualunque  propoda 
~ di 

equazione  , in  cui  fia  collante  dx , fi  ponga  in  luogo  di 
ddy  il  valore  dxddy  — dyddx , farà  e da  mutata  in  un’ altra 

dx 

equivalente,  in  cui  neduna  fluflìone  è collante. 

Ma  perchè  frequentemente  altre  più  compode  fluf- 
fioni  fi  allumouo,  o fono  Hate  adunte  per  collanti,  farà 
bene  rendere  più  univerfale  quello  metodo . 

Sia  adunque  l’equazione  generale  dy  z: mpdx  ; ( la  p 
è ùmilmente  data  in  qualunque  modo  per  e p^r  y, 
ed  mi  una  funzione  qualunque  di  * , o di  y}  o di  am- 
be 
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be  infieme)  Sia  collante  mdxt  differenziando  farà  ddy~ 
mdxdp  ; ma  p — dy  , e differenziando  lenza  affumere- 

mix 

collante,  dp— mdxddy  — dmdxdy  — mdyddx , quindi  fur- 

tnmdx  1 

rogato  qoeffo  valore  in  luogo  di  dp  nell’  equazione.* 
ddy  — mdxdp,  averetno  ddy  — mdxddy  — dmdxdv  — mdyddx . 

mix 

Se  pertanro  in  una  qualunque  propofla  equazione  , in— 
cui  (ìa  collante  wdx , li  ponga  in  luogo  di  ddy  il  valore 
ritrovato  mdxddy  — dmdxdy  — md.ddx  , larà  effa  mutata 

tndx 

in  altra  equivalente,  in  cui  nelfuna  flulfione  è collante. 

Refe  in  quella  guifa  compite  le  equazioni  , cioè  tali , 
che  non  abbiano  fluffione  collante  , per  paffare  alla  ri- 
duzione farà  in  nollro  arbitrio  di  prendere  per  collante 
quella  , mediante  la  quale  ci  verrà  fatto  di  qttenero 
l'intento  . 


ESEMPIO  I. 


Ci  venga  propofla  l’equazione  da  ridurre  dx'dy  — 
dv  * - adxddy  +•  xdxddy  , in  cui  è collante  dx  . Pollo 
adunque  in  luogo  di  ddy  il  valore  dxddy  — dyddx  , 

dx 

(poi- 
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( poiché  in  quello  cafo  m i , e dm  — o ) lari 
dxx  dy  dy'  — adxdJy  — adyddx  +-  xdxddy  — xdyddx  , in_. 
cui  nelluna  fluffione  è coltante  , quindi  fatta  collante  la 
dy  , Ci  trova  eflere  dx1  +•  xddx  +■  addx  ~ dy1  , ed  inte- 
grando, xdx  +-  adx  —ydy^  equazione  all’iperbola  . 


ESEMPIO  IL 


Sia  l'equazione  — xdy1  — xyddy  — yiydx  — 

ydy 

aadx  — xxdx  , in  cui  fia  fiata  prefa  collante  la  flulfione 

a. i +■  xx 

ydx . Per  trasformarla  in  un’altra  , in  cui  neflfuna  fluf- 
fione fia  collante  , poiché  in  quello  cafo  m =.  y , il  va- 
lore della  ddy  da  follituirfi  farà  ydxddy  — dxdy  '■ — ydyddx , 

ydx 

e però  l’equazione 

— xdy  — dx  — xydxddy  +-  xdxdy 1 +-  xydyddx  — 

y yjxrly 

aadx  — xxdx  . Per  ridurla  , filTo  per  collante  la  fluflio- 
aa+-  xx 

ne  xdy  , in  conferenza  di  che  farà  xddy  +-  dxdy  = o , 
cioè  — ddy  = dxdy  , e però  fatta  la  follituzione_  , 

X 

— xdy  — dx  +•  dx  +-  xdy  +■  xddx  = aadx  — xxdx  , 

* y dx  04  ■*-  XX 


zz 


cioè 
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cioè  — ddx  = xxdx  — aadx  , ed  integrando,  — Idx  = 
dx  aax  +-  x * 

J aa+-  xx  — - Ixdy  ( fottraggo  Ixdy  t per  eflere  quantità 

X 

cortame),  e togliendo  i logaritmi,  i — aaj-xx,  cioè 

dx  xxdj 


xxdy  — aadx  + xxdx  , 


ESEMPIO  I I L 

Sia  P equazione  — dxddy  — dydx  = dx1  +•  dy1  , c_* 
Jy  y * 

cortante  la  fluflione  ydx  . Pongo  adunque  in  luogo  di 
ddy  jl  corrifpondente  valore  y dxddy  • — dxdy 1 — vdyddx , 

ydx 

farà  i — dxddy  4-  dyddx  ~ dx1  *-  dy1  , in  cui  nefluna  flullio- 

dy  dy  x 

ne  è cortame  , quindi  prefa  cortame  dy , farà  xddx  = 
dx 1 +•  dy  * , la  quale  equazione  è il  cafo  del  num.  49., 
e però  fi  fa  ridurre  , 

54.  Il  metodo  fpiegato  nell'antecedente  capo  al 
num.  24.  può  avere  ufo  anche  nelle  equazioni  differen- 
zio-diffcrenziali  , procedendo  a un  di  prefTo  nella  maniera 
ivi  adoperata  . Eccone  la  pratica  in  alcuni  efempj . 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 


Ripiglio  la  formola  dell’efempio  primo  di  quello 
capo  by”  — layddx  +■  adxdy  , in  cui  du  — l/dx 1 ■+-  dy*  è 
c m dudy 

alluma  conante  , farà  bymdydu  = lyddx-bdxdy  ; la  pre- 

acm 

paro  nella  feguente  maniera  : ddx  +- dy  X dx  - bymdydu, 

dx  iy  acm  X *y 

oflcrvo , che  le  due  quantità  fotto  la  linea  fono  integra- 
bili per  via  de’  logaritmi  ; faccio  adunque  ddx  +-dy-dpf 

dx  ìy  p 

e però  ldx+-li/y=.Ip+-ldu  (aggiungo  il  logaritmo  di 
du , per  ellere  du  collante)  cioè  dx\^y  — pdu  . Quindi 
follituenclo  nella  propolla  equazione  in  luogo  di  ddx  dy 

dx  1 y 

il  valore  dp , ed  in  luogo  di  dx  il  valore  pdu  , farà 

P ~^y 

1 

dpdu  — bym-'  d'du,  o fia  dp  — by  * dy  y ed  integrando, 
l /y  2acm  2 acm 

b +■  p—  by 


I 

m 4-  — 
x 


, ma  p = dx  v y ; e però  finalmen- 


m+-  j X 2ac’ 


du 


ZZ  1 


te 
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te  hdu  +■  dxu'y  — by  +"*  du  , come  nel  citato  efempio . 
»M>jX  %<XC  m 

% 

ESEMPIO  II. 


Sia  l’equazione  — ddx  U'xx  +-yy  — ydx  — xdv  , in_. 

x xx  +-yy 

cui  è collante  ydx  — xdy  . 

La  feconda  differenza  ddx  divifa  per  la  collante 
ydx  — xdy  ci  dà  quantità  integrabile  , e però  ferivo  l’e- 
quazione cosi  : — ddx  — x X ydx  — xdy  . Ma_. 

ydx  xdy  xx-t-yy  1/  xx +■  yy 

offervo  , che  nel  fecondo  membro  la  quantità  ydx  — xdy 
è fommabile  , quando  fi  divida  per  yy , adunque  pre- 
paro l’equazione  fecondo  il  metodo  , e farà 

— ddx  — xyv X ydx  — xdy  . Pongo 

ydx  xdy  xx  yy  y xx  +.  yy  yy 
ydx  — xdy  — dp  , ed  integrando,  x = p , quindi  fatta  Ia_ 

yy  y 

follituzione,  avremo  — ddx  ~ xyydp  , 

y^x  x'ty  xx  -i-  yy  V xx  +-  yy 
da  cui  fi  farà  fvanire  la  x , o la y per  mezzo  dell’equa- 
zione 
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zione  x — p . Facciali  fparire  dal  fecondo  membro  la_. 
y 

x , collocando  il  fuo  valore  py  , averafll  — ddx  = 
• ydx  — xdy 

pdp , e palTando  all’integrazione  , farà 

aa  +-  pp  v aa  +-  pp 

— dx  — — 1 , cioè  — dx  ~ 

ydx — xdy  K ^TJp  ydx — xdy 

— y , redimendo  in  luogo  di  p il  fuo  va- 

1/  aayy  +■  xx 
lore  x . 
y 

In  queda  integrazione  potevafi  aggiungere  la  ro- 
dante ydx  — xdy , ma  o fi  aggiunga,  o fi  ommetta,  la 
integrazione  dalle  prime  differenze  alle  quantità  finite^» 
nell’uno,  e nell'altro  cafo  ci  dà  fempre  le  fezioni  co- 
niche . 

55.  Diffi  al  num.  52.,  che  quando  le  equazioni  dif- 
ferenzio-differenziali  contengano  ambedue  le  variabili  , 
non  vi  è metodo  generale  per  ridurle  ; uno  però  fe  ne 
può  adeguare  il  quale  febbene  non  ferve  per  tutte,  è 
molto  univerfale  nel  genere  fuo , ed  abbraccia  tutte  le 
infinite  equazioni,  che  a tre  canoni  fi  rapportano.  Me- 
diante queito  metodo  le  date  equazioni  fi  trafmutano  in 
altre,  nelle  quali  manca  l’una  delle  due  variabili,  e che 

• per 
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per  confeguenza  fi  fanno  maneggiare  col  metodo  del 

num.  49. 

Il  primo  canone  comprende  quelle , che  fono  di 
due  foli  termini , e vengono  efpreflc  dalla  formolà  ge- 
nerale axmdxf  —yn  dyP~tddy , in  cui  fia  prefa  dx  co- 
llante. Per  ridurre  quella  equazione,  pongo  x — cbu  , 
ed  y — cut;  la  c è un  numero  , il  di  cui  logaritmo  fia 
l’unità  , h è un  arbitraria  da  fiffarfi  nel  progredò  , ed 
ut  t fono  due  nuove  variabili.  Poiché  x~cbu  t^ày—cut  t 
per  le  regole  del  calcolo  efponenziale  farà  dx  — bcbudu , 

ddx  — hcbu  X ddu  +■  hdu 1 , dy  — cu dt  +■  cu  tdu  , ddy  — 
cu  X ddt+-  2dcdu*~tdux  -t-tddu  . Ma  polla  collante  dx , fi 

à ddx  = o , e però  bcbuXddu-h  hdu'-  — o , cioè  ddu  — 
— bdux  t il  che  folliamo  in  luogo  di  ddu  nel  valore  di 


ddy  t farà  ddy  — c”  X ddt  +■  idtdti  +.  1 — b Xtdu'  . Solli- 
tuiti  nella  propolla  equazione,  in  luogo  di  x , ed  y , e 
fuoi  differenziali  , i refpettivi  valori  , fi  muterà  ella 
in  quell’ altra  acbmu  X bP  X cbP"duP  = 

p-*  ' — EI 

cnut"  XcU^t  +■  cutdu  XcuXddt zdtdu*-  1— bXtdu't 


buXm+p  »+■/>-<  ìXu  

cioè  ac  btduf—c  t”Xdt+tdu 


p-t 


Xddt+2dtdu+-i—bXtfo‘ 


Ma  per  liberare  quella  equazione  dalle  quantità  ef- 
ponenziali,  cioè  per  togliere  da  effa  la  c , converrà  che 


•fia 
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fia  n +■  p — 1 = bm  4- hp,  con  che  li  determina  il  valore 
• dell’ alluma  bt  cioè  h — n^-p — 1 , quindi  l'equazione 

m-h  p 

p 

farà  a X ” +■  p — 1 dut  — 

— p 
ro+-  p 

p-*  — 

t " X dt-t-tdu  Xddt+.  idtdu 4-tn  — n +■  iXtdu1  , la_. 

m+.  p 

quale  , perchè  contiene  una  fola  delle  variabili  finite  , 
cioè  la  t , viene  ad  efler  foggetta  alla  regola  del  fo- 
pracitato  num.  49. 

Poiché  adunque  fi  trova  il  valore  di  b — n +-  p — 1 , 

m +~  p 

tofio  apparifee  , quali  fofiituzioni  dovevano  farli  da  prin- 
n 4.  p — t X u 

cipio  , cioè  x = c m*-t  , ed  y = cut  per  ottenere 
l’intento  . 

Palfando  avanti  con  l’operazione,  giufia  il  metodo 
del  num.  49. , pongo  du  — z dt  9 e però  ddu  = zddt  +■ 
dzdt  , ma  la  fuppofizione  di  dx  collante  ci  à dato 

ddu  = — bdu 1 , cioè  ddu  — 1 — » — p \ z zdt1;  adunque 

tm-p 

averemo  1 — n — p X zzdt 1 = zddt  +■  dtdz , quindi  ddt  := 

. »,+.p 

1 — n — p X zdf*  — fofiituiti  pertanto  nell'equa* 

m+-p  s 

zione , 
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zione  , in  luogo  di  dut  e ddt , i rifpcttivi  valori  , farà 

a X n+  p — / X zfdtP  = 

P 

">+■  P 

t'Xdt+ztìt’*  *X_i —n—pXzdi 1 —dtdz+izdt1  -*->»— 1H-1  X.ttf^» 

m * m*t*  f 

o fia  dividendo  per  drP-*,  e moltiplicando  per  z, 

a X » -t-  P — 1 ^ X zf~'dt- 

— P 

«■Hf 

_ p — » ’ ' ~ ■ — » 

f»Xi+-*z  X 1 +~  zm-n+-pYszzdt+-  m — «+-  i Xtz'dt—dz, 

m-h  p ”’+•  P 

la  quale  equazione  è ridotta  alle  prime  differenze.  Ema- 
cile a vedere,  che  per  ridurre  fui  bel  principio  l’equa- 

» +■  P~  » X / zdt  f *<t» 

zione,  badava  porre  a?  = <r  "'^P  , edjrrc  r . 

In  quella  generale  equazione , che  ó ridotta,  ófup- 
pofla  coflante  la  fluffione  dx -,  ciò  non  oliarne  però  non 
farà  difficoltà  alcuna  al  metodo,  che ‘in  una  qualunque 
propolla  equazione  altra  fluffione  diverfa  da  dx  fta  prefa 
collante,  poiché  col  metodo  del  num.  53.  Il  potrà  muta- 
re la  propolla  equazione  in  altra  equivalente  , in  cui 
neffuna  fluffione  fia  collante  , per  indi  poi  Affare  co- 
llante la  fuddetta  dx. 

ESEM- 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IV. 


98 1 


ESEMPIO  r.  » 

» ' * - • fc  , l 

Sia  l’equazione  xdxdy  — yddy , in  cui  è cortame  dxi 
la  ferivo  cosi:  x.ìx  = ydy  - 1 ddy  . Paragonata  querta  con 
la  canonica  , fara  a — 1 , m — 1 t p — 1 , » — 1 , quindi 
furrogui  quelli  valori  nell'equazione  generale  differen- 
ziale del  primo  grado  di  fopra  ritrovata  , averemo 

- zzdc  — t X~zzdr+  - tz' dt  — dz. 

1 , 2 Z 

>+- 

ESEMPIO  II. 

Sia  p — 1 , n = — 1 , m ~ — i,  cioè  l’equazione 
ax~' dx~y~l  dy-1  ddy  , o fia  adx  — ddy  , in  cui  è co- 

* yfy 

dante  la  fluffione  dx  . Rifpetto  a quella  farà  inutile  il 
metodo,  poiché  fi  avrà  p-t-m  — o,  ed  in  confeguenza 
infinito  ciafcuno  determini  dell'equazione  generale  dif- 
ferenziale del  primo  grado,  a riferva  dell’ultimo. 

Ma  in  quello  cafo,  fenz’ altro  artifizio,  è facile  la_. 
riduzione.  Scrivo  adunque  l’equazione  cosi:  xddy—aylydxy 
ma  l’integrale  del  primo  membro  è xdy  — yjx  , quello 
del  fecondo  è ayydx  ; dunque  xdy  — ydx  zzayydx £.bdx . 
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5^.  Il  fecondo  canone  comprende  tutte  quello 
equazioni , nelle  quali  la  fomma  degli  efponcnti  dello 
indeterminate  , c dei  loro  differenziali  fia  in  cialcun- 
terraine  la  flefla  . Supporle  * , ed  y le  due  indetermi- 
nate , e dx  coffante  , fi  riducono  quelle  al  cafo  del 
num.  4P-  col  porre  x — cuy  cd  yz:cnt,  elfendo  pari- 
mente c un  numero  , il  di  cui  logaritmo  fu  l'unità,  e 
le  u , t due  nuove  indeterminate  . Per  far  vedere  il 
metodo,  prendo  l’equazione  axmy~m'~  1 dxt  dy'  — f 4- 
bxny—  'dxidy 1 — ? ^ ddy  , la  quale,  fcbbene  è di 
lina  fola  dimenfione  , e di  tre  foli  termini , ciò  noio 
oliarne  il  metodo  è generale  , e ferve  , quanti  fi  fieno 
i termini , e qualunque  la  dimenfione  , purché  vi  fia_. 
la  condizione  notata . 

Pongo  adunque  x = cu  , y — c"t,  farà  dx  — e" du , 
e perchè  dx  è collante  , averemo  c" d:lu  +- c"duz  =o  , 
cioè  ddu  — — du1  ; farà  pure  dy  — cudt  +-c"tdu  , ddy  — 

cu  X ddt  -t-  idu.lt  4-  tdu1  +•  tdlu  , ma  ddu  zz  — dul  y adun- 
que ddy  — c “ X ddt  +-  idudt . Sollituiti  pertanto  quelli 
valori  nella  propolla  equazione  , farà  ella 

l — P 

at  — m—  ' dut  X dt  4-  tdu  dulXdt+tdu  zz 

ddt  4-  ìdudt  . Perchè  adunque  manca  in  quella  la  inde- 
terminata «,  fi  potrà  procedere  avanti  col  metodo  del 
fuddetto  num.  4p. 

Faccio 
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Faccio  du  = zit  , farà  dia  — dzdt  +•  zddt , mi^ 
= — du * — — zzdf1,  adunque  ddf  — — dzdt  — zdt *, 

quindi  furrogati  quelli  valori , averemo  | 

afm-*ztdtPXdt+zrdt  bt~*~tzldtl Xdt+ztdt  L 

- » — p 

— dzdt_+-zdtlt  o fia  at  — m—lzPdtXi  + zt  +- 

« 

bt~~”~~  1 zi dt  X i+-zt  = — dz-t-zdf,  equazione  dif- 

2 

ferenziale  del  primo  grado  . Da  ciò  fi  vede  , che  da_ 
principio  potevafi  ridurre  la  propofia  equazione  ponett- 
f*Jt  fzdt 

do  x zi  e , ed  y = c t . 

ESEMPIO. 

Sia  I*  equazione  xdxdy  — yix  * r:  yyddy 
Per  rapportarla  alla  canonica  , la  ferivo  cosi  t 
xy'~tdxdy — y ~ ' dxl  — ddy  , farà  dunque  a~x , m—ij 
p — 1 > n — o , b — — 1 , q — 2 ; quindi  furrogati  qudtr 
valori  nell’equazione  canonica  differenziale  qui  fopra  ri- 
trovata , averemo  l’equazione  ridotta  t — xzdtX  1 +-  zf  — 
t—  xzz dt  = — dz  4-  zir  , o fia  zdt  +•  zttdt  — zzdt  — 

* « t 

— dz  4-  zzdir , cioè  zzdt  — zzttdt  = — «dz  . 

a 

aaa  2 Paf- 
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• - Paflando  avanti  per  l' integrazione  , farà  ttdt  — dt  zz 
. - ' » 
dz  , e però  integrando,  t + ~t  — — ~ +-/  , ( la  / è l3— 

ZZ 

cortame  aggiunta'  per  l'integrazione  ) cioè  ttz  +■  z~ 
— t +-  ftz  , ma  per  le  lblìituzioni  z — du  , x — cu  t 

: i - ~dT 

y = c"t , farà  du  — dx_,  t -y  , dt  — xdy  — ydx , e però 
* ÀT  - xx 

z — xdx  , quindi  furrogati  i valori  di  t , e di  z , 
xdy  —ydx  , 

averemo  xdx  4-  vdy  — f . 

ydx 

57.  Il  terzo  canone  comprende  tutte  quelle  equa- 
zioni , nelle  quali  l’ una  delle  due  variabili  , qualunque 
fiali  , aflìeme  con  1 fuoi  differenziali  forma  in  ogni 
termine  perpetuamente  un  medefimo  numero  di  dimen- 
fioni  . Ma  bifogna  dirtinguere  due  cart  ; l’uno  quando 
fia  collante  il  differenziale  di  ella  variabile  , che  forma 
il  medefimo  numero  di  dimenfioni  ; l'altro  quando  fia», 
cortame  il  differenziale  dell’altra  . 

E quanto  al  primo  cafo  : fia  l’equazione  canonica». 
Pxmdym  + l+-  Qxm-”dx”dym+-1~”  = dxm ddy  , in», 
cui  la  fomma  degli  efponemi  di  x , e di  dx  in  ogni  ter- 
mine è la  rtdTa  ; P , Q fieno  funzioni  qualunque  della 
y , c dx  fia  collante  . Per  ridurre  quella  equazione,  fi 

fac- 
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eia  x —cut  effendo  parimente  c un  numero  , il  di  cui 
logaritmo  ila  l’unità  , ed  u una  nuova  variabile  . Sarà 
adunque  dx  — c"du  , e di  nuovo  differenziando  , prela_. 
dx  collante  , cuddu  +-  c"dttl  - o , cioè  ddu  - — dul . 
Soflituiti  quelli  valori  nell’equazione,  averemo 
Pdym  + 1 4-  Qdu”dym+-1—  " = du”ddy  , la  quale,  perchè 
non  contiene  la  «,  farà  foggetta  al  canone  del  num.  49. 

< 

Pongo  adunque  du  — zdy  , farà  ddu  — dzdy  +•  zddy  , 
ma  ddu  zz  — du*  , e du * = zzdy1 , adunque  averemo 
Zddy  +•  dzdy  = — zzdy1  , e però  ddy  = — zzdy  » — dzdy  . 

Z 

Soflituiti  pertanto  nella  ritrovata  equazione  quelli  vaio- 
ri  di  du  e ddy  , farà 

Pdy m *+-  Qz”dym+  *zz~zm+’  1 "*+•  *—£»»+-  1 

e dividendo  per  dym'*~t  > 

pdy  +■  Qz*dy  ~ — zm^ldy  — zm'4‘  'dz,  equazione  del 
primo  grado  . Potevafi  adunque  fui  bel  principio  porre 

f ziy 

x — c , e cosi  in  un  fol  colpo  ridurre  l’equazione  . 


ESEM- 


9 n 
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ESEMPIO. 

Sia  r equazione  iadxl  dy  +•  axdxddy  — ìxdxdy 1 +- 
ìxxdyddy  , in  cui  fia  colante  dx . Pongo  adunque.» 

fxdy  f*&y 

x — e , e però  dx  — zdyc  ; ddx  — 

- 

e X zzdy 1 +-  rii/  +.  dydz  , ma  dx  è cortante  , dunque 
zzdy'+-  zidy  +-  dzdy  = o , e però  ddy  = — zzi?1 — dzdy. 

Z 

Sortituiti  adunque  nell’ equazione  i valori  di  *,edidAr, 
averemo  ìazzdy 1 +-  azdyddy  = 2ziy  * -h  , e porto  il 

valore  di  ddy  , xazzdy ' +-  «zdy  X — zzajy*  — izajy  = 

Z 

zzdy'  +■  idy  X — zzdy 1 — dzdy  » cioè  dividendo  per  dy', 

Z 

az'dy  — azdz  — — xdz  , o Ha  ady  — azdz—zdz  , ed  in- 

zJ 

tegrando  , ay  — — ~ ~ » c finalmente  refiituendo  il 

fzdy 

valore  di  z dato  dalla  fuppofizione  fatta  di  x — c , 
cioè  z-  dx  , averemo  l’ equazione  ridotta 
xdy 

aydx  ' = xxdy1  — axdxdy  . 

58. 
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58.  Rifpetto  al  fecondo  calo,  Ha  I*  equazione  cano- 
nica Pxmdy’"+-  1 4-  Qxm~  n dx” dy'n  — n +-  l~dxm~l  ddx  , 
in  cui  ila  collante  dy  , e P , Q fieno  funzioni  qua- 
lunque di  y . 

Pongo,  come  fopra  , x = cu , e però  dx  — cudut 
ddx  — cu  ddu  4- c" dul  . Fatte  le  foflituzioni  nell'equazio- 
ne canonica  , avcremo  P dym  + Qdu”dym~~  ”+~ 1 — 
dum  +- 1 +-  dum~  * ddu  , la  quale  , per  non  contenere  la 
u , è foggetta  al  canone  del  num.  4p. 

Pongo  adunque  du  = zdy  , quindi  eflendo  collante 
dy  , farà  ddu  = dzdy  , e però  fatte  le  folìituzioni , avremo 

Pdy  m Qzr  dym  +■  t = zm+-'dym+-,-hZm—  tdymdzic 

dividendo  per  dym  , Pdy  4-  Qz”  dy  ~ zm+m  1 dy  4-  zm~'  dz  , 
equazione  del  primo  grado  , la  quale  poteva!!  In  un  lol 

fzdy 

colpo  ridurre  ponendo  , come  fopra  , x = c 


ESEMPIO. 


Sia  l'equazione  idxdy  — addx — yddx  , in  cui  fia_. 

fzdy 

collante  dy  . Pongo  adunque  x = c , quindi  dx  = 

fzdy  fzdy 

z dy  X c t ddx  — c Xzzdy' +-zddy  *-dydz  ; 

fi 


J 
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fi  fuppone  collante  dy  , dunque  ddy  = o , e però  ddx  = 

fzày  

c X zz dy'-  +•  dzdy  . Fatte  pertanto  nella  propolta  equa- 
zione le  follituzioni  , avremo  2 zdy1  — azzdy 1 +•  adzdy 
zzydy1  — ydydz  , e dividendo  per  dy  , 2 zdy  — azzdy  +- 
adz — zzydy — ydz  , equazione  differenziale  del  primo 
grado  . 

Per  paffare  alla  integrazione  , divido  l’equazione.» 
per  az  — yz  , onde  lìa  2dy  — zdy  +■  dz  9 o pure— 

a — y z 

2 dy  — dz  — zdy  , quindi  facendo  ufo  del  metodo  del 
a — y z 

num.  24.  , fc  coìi  piace  , ed  integrando  , averemo 
_ j = 1 +->»,e  finalmente  redimendo 

1 a — y 

a-y  Xz 

il  valore  di  z—dx,  averemo  l’ equazione  ridotta- 
xdy 

ydx*-xdy  - adx , traforando  la  collante  m aggiunta  nell* 
integrazione  . 

’A  fervito  quell’ efempio  per  l’applicazione  del  me- 
todo , per  altro  erano  fuperflue  tante  operazioni  , men- 
tre l’equazione  zdxdy  — aidx — yddx  fi  riduce  in  un— 
batter,  d’occhio  , trafportando  il  termine  yddx  , e fer- 
vendo zdxdy  +■  yddx  — addx  , poiché  effendo  collan- 
te 


t 
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tc  dy , l'integrale  del  primo  membro  è ydx  4- xdyt  co- 
inè è chiaro. 

59.  , pitre  a ciò , che  è (lato  detto  intorno  allo 
equazioni  differenzio -differenziali  nelle  quali  neffuna_. 
prima  fluflìone  Ga  fiata  prefa  collante  , fi  può  aggiun- 
gere un  altro  metodo  piu  univerfale  , il  quale  ferve  per 
tutte  quelle,  che  fono  comprefe  fotto  la  formola  cano- 
nica Z»-*-‘dxmddx4-  dz  dym+‘  '-dy”>ddyt  in  cui  la  z 

Z 

è in  qualunque  modo  data  per  le  funzioni  di  x o 
di  y. 

Per  ridurre  queGa  , fi  determini  per  collante  la  , 
fluflìone  dx  , e lia  pure  la  q in  qualunque  modo  data 
7 

per  le  funzioni  di  x , e di  y ; indi  fi  ponga  dx  — dp . 

, \ » - V 

Poiché  dx  è collante  , farà  differenziando  , qddx  — 
7 

dxdq  = o , cioè  ddx  = dxdq  , o fia  , pollo  in  luogo  di 

• . ? 

dx  il  valore  dp  , ddx  = djdp  . In  oltre  fi  ponga-. 

~ _ ' * ' • -»  . ! l . 1 ; 

? ' 

dy  — udp  , e prefe  le  feconde  differenze  nell’  ipotefi  di 
dp  cortame  , per  effer  eguale  alla  collante  dx  , farà 

' - v . I : "7*  ' / : 

ddy  — dudp  . Surrogati  adunque  nell’equazione  canonica 
i valori  cosi  determinati  in  luogo  di  dx  , ddx , dy  , 

bbb  p ..  c 
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c ddy  , averenào  1*  equazione  z ’m*‘  lqmdqipm+"%  «* 
«”>+-»  drdp  +■ 1 = u mdudp  m *•  ■ , c dividendo  per  dpm  *»  *j 


4 f . 

z 

, , » • 

: ; < ;-:>i 

farà  z 

m t 

ri  i. 

amaq  +• 

ZU'"d't 

-i* 

di 

Z 

9 ^ 

: 

i 

ot  c; 

C um 

» c 

rrf+-t 


m +-  t X zm  +*  1 

Ma  u = dy  =.  qdy  , adunque  qiy  — 

dp  dx  dx 

• *•  e — ■ 

* - • V-  - i , : | , j ‘ • • i I - * 

m'-h  i X gm‘t~  ‘ t equazione  ridotta  allo 

prime  differenze . 

. - •'  ! f |?  I > -r'  Iti  ir 

ffo.  v Intorno  a quefV  ultima  equazione  è da  ofler* 
varfi,  che  fe  l8  quantità  z fari  io  tal  modo  data  per  x, 
e per  y , che  pofTa  adeguarli  alla  quantità  q un  valor 
tale  , dato  pure  per  x , e per  y , onde  in  efla  equa- 
zione fieno  fe^arabilj  le  indeterminate  , e però  coflrui- 
b'.le  , ò algelaraicametite  , o almeno' per  le  ' quadrato, 
re,  averemo  la  curva  , da  c,ui  dipende  l’equaziono 
differenzio -.diffarenzigle  . E pefcbè  molti  poffono  pffere 
i valori  ^ atregnarfi  alla  q , molte  potranno  efferc  lo 
corvello  ciaicun  valore  della  q.  p^fotntpjniLlrq'^ -ua#> 
diverfoxiirv?  -4.  tritfcendeflte  , o a!_gebraipa , I#  qualo 
foddiifa  alla  queiliooe  i Sia 


? 
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^ S/a  liquazione 

X *yydxidx  +~  uaydxdy  * +-  aaxdy  * — aaiyddy  . i ■ < 

••  à*  " 1 -1'1-  ’■  xy  -e-  ' ’j 

Riferendo  quella  alla  canonica , farà  m = 1 , x=  xxy  % 


aa 

- ‘ : li.  ■ •.  ' . ' 

e però  la  ridotta  qdy  - xxy  X qq  f2«5g  1 * ! 

. V,  1.  - fT  - ds  “ • . • • 

Prendo  la  $ = a?  ; farà  xdy  zz  xxy  1/  xx  +•  2gg , cioè 

dx  aa 

. ■ 1 * *«  ì • . . v ^ > 

A£dy  = xdx  v xx  +*  2^2  , il  di  cui  integrale  dipende  in 

parte  dalla  quadratura  dell’iperbola  , e la  curva  farà  tra- 
fcendente . 

• . . . . i.  : . . -,  ■ • . t . t . 

tfi,  Nel  fare  pafTiggio  dalle  prime  alle  fecondo 
differenze,  o non  fi  allume  fLffione  alcuna  per  collan- 
te , o lì  afiume  quella  , che  più  fi  vuole  , come  è fia- 
to detto  ; quindi  nel  ricercare  le  fommatorie  delle  for- 
inole del  fecondo  grado  , poiché  fi  fa  qual  partito  fia_. 
flato  prefo  , fi  fa  altresì  come  governarli , e ne  fono  fia- 
te fpiegate  le  regole  . 

Ma  vi  fono  infiniti  Problemi  j che  portano  allo 
feconde  d eferenze  fenza , che  fi  fappia  quali  collanti 
involvano  le  forinole  indi  nafeenti . Accade  tal  volta-  , 
che  all’efprcffione  analitica  arrivare  non  fi  poffa  fenza- 
valerli  delle  collanti , e fuccede  altresì  talora  , che  l’e- 

b b b 2 qua- 
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quazione  fi  (viluppi  fenza  ricorrere  alle  cofiaatl  . Quelli 
due  cali  adunque  dfevono  edere  efaminati  ,■  e devefi  pro* 
curare  qualche  criterio  per  dillinguere  l'uno  dall  altro  . E 
perchè  meglio  di  ogni  altra  cofa  poffono  fervire  gli  Efem- 
pj , prendo  il  feguente . 

Si  dimanda  una  curva  tale,  che  la  di  leiaffiflk* 
elevata  a qual  fi  fia  dignità  fia  direttamente  , come  la 
feconda  differenza  dell’ordinata  , e reciprocamente  co- 
me la  feconda  differenza  dell’ affida  medefima  . Avere- 
ino  dunque  l’analogia  xm  , ddv  a t b i e per  confe- 

Ibe 

guenza  l’equazione  bxm ddx  aidy  . In  quella  equazio- 
ne offervo  ambe  le  differenze  feconde  dell  affida , e_» 
dell’ordinata  ; ma  non  fo  , quale  collante  fia  fiata  affun- 
ta  o fc  non  fiafi  affunta  collante  alcuna  , e perciò  non 
fo  la  firada  , per  cui  incamminarmi  ; 

Nel  cafo  della  premeffa  equazione  dico,  che  nedu- 
na  curva  fra  le  poffibili  foddisfa  al  Problema , mentre_* 
fi  faccia  paffaggio  dalle  prime  alle  feconde  differenze 
fenza  valerfi  delle  collanti . AU’oppofio,  determinate  le 
collanti , fi  ritroveranno  le  curve  , che  adempiono  le_. 
condizioni  del  Problema  , ma  infinite  di  numero  , e 
differenti  di  natura  , ficcome  quelle  , che  variano  al  mu- 
tarli della  cortame  arbitraria  , che  fi  allume  . 

Per  dillinguere  l’una  dall’altra  fpezie  di  quelle  equa- 

-•  ' ' c ' • 

. , > zioni 
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«foni  fi  può  far  ufo  della  maniera,  o canone,  che  nafcerà 
da'  feguenti  efempj  , e fervirà  in  tutti  que’  cafi  , nei  quali 
il  calcolo  integrale  non  ci  abbandona  . 


ESEMPIO  I. 


Venga  propofta  l'equazione 

z m +■ 1 dx m ddx  +■  dz\dym*~x —dym  ddy ; dico  eflere que- 

Z 

Ila  una  di  quelle  tali  forinole , alle  quali  fi  può  giugne- 
rc  fenza  pigliare  quantità  alcuna  in  figura  di  collante  . 
La  variabile  z Ila  data  in  qualunque  modo  per  x , ed  y . 

La  dimollrazione  fi  renderà  generale,  per  quanto  fi 
può  , pigliando  come  collante  la  fluflìone  dx  , in  cui  q è 

? 

una  funzione  di  x , ed  y in  qualunque  modo  combina- 
te . Pongo  per  unto  dx  = dp  , e giacché  il  primo  mem- 
? 

bro  di  quella  equazione  è collante,  farà  tale  anche  il  fe- 
condo dp  ; per  lo  che  effcndo  dx  — qdp  , fe  fi  palli  alle 
feconde  differenze,  farà  ddx  — dqdp. 

A ppreffo  facciali  dy  — udpt  e prefe  le  feconde  diffe- 
renze nell’  ipotefi  di  dp  collante  , averalli  ddy  — dudp  » 
Quindi  furrogati  nella  equazione  principale  i valori  così 
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determinati  , nafeerà  l’equazione  zm  *• 1 $mdqdpm  + * +* 
um-*-'dzdpm<-,=u'”dudpm+'  *,  e dividendo  per 

Z 

nafeerà  l’equazione  libera  dall’incognita  p , e dalle fue  fun- 
zioni , cioè  zm  +■ 1 qm dq  +■ um  +•  1 dz  — «m du  . Sommando 

. - Z 

adunque,  per  le  fpiegate  regole,  non  ommetta  l’addizione 
della  collante  g , g +~  1 +-  g = 1 * k tlua'’ 

m -h  i i X im+"  1 

ì 

le  equazione  ci  dà  u=z  X m+"  ‘ +-Xm  m+_  1 . E poiché 
^ = udp  = «i» , fatte  le  opportune  foiliruziani , ci  fi  prefen- 

? 

ta  l’equazione  al  più  femplice  flato  ridotta  , cioè 

I 

dy  = zi*  X ?m+-‘4-gw+-g  il  che  ec. 

” ? 

Dalla  premetta  maniera  d’operare  fi  deducono  i fe- 
guenti  Corollarj  . 

L Se  determinata  la  grandezza  z,  l’ultima  equa- 
zione fi  cofiruirà  , almeno  per  le  quadrature,  mentre  ciò 
poffa  efeguirfi  è manifello , che  infinite  curve  rifpondono 
alla  nollra  forinola,  le  quali  cangiano  natura  alla  mutazio- 
ne della  Soffione  collante  attunta_i*  , ed  ogni  valore  della 

9 

quan- 
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quantità  q ci  fomminillra  una  nuova  equazione  locale  o al- 
gebrica, o trafcendente . 

IL  Benché  alterato  il  valore  della  fpezie  q,  nafcano 
curve  divcrfe,  certo  è però,  che  fe  pongffì  la  collante 
■aggiunta g~o,  averaffi  fempre  l’equazione  dyzzzdx.  In— 
quello  calo  nulla  rileva, quale  differenza  dx  fiali  prefa  per 

T 

collante  ; .conciofiacchè  collo  fparire  della  data  g , anche 
la  variabile  q fi  dilegua . 

III.  Ed  ecco  il  fegno.onde  fi  conofce  , che  alla  no- 
lira  equazione  primaria  fi  perviene  lenza  affamare  affran- 
te Buffone  alcuna , c che  in  tale  fuppoiizione  la  fua  fom- 
matoria  fi  è z dx  zz  dy , Di  fatto  richiamata  fotto  gli  occhj 
la  noftra  efpreffone  zm-*-'dxmddx  +-  dz  X dym+-'  — 

Z 

àymddy  = o,  e di  bel  nuovo  differenziando  l’integrale 
zdx  zz  dy  , lenza  affumere  alcuna  coftante  , onde  fi  abbia— 
z ddx  4- dzdx  — ddy , fe  con  il  mezzo  di  quelle  due  ultime 
equazioni  faraff  fvanire  nella  forinola  principale  , prima- 
la  dy,  pofeia  la  dx  con  le  loro  funzioni , fi  lcoprirà 

Zm+- 1 dx  m dix  +-zm  dzdx  m +■ 1 — zm’hl  dxm  dix  — z mdzdxm 
dymdiy — dzdym +■  1+'dzdy’°+‘  ,—-dy,nddyz:  o. 

* e . ii  1 

IV,  Maneggiata  la  forinola  primaria,  come  fopra— , 
ed  effendofi  ritrovata  l’equazione  ridotta  al  primo  grado  , 


996  ISTITUZIONI; 

l 

cioè  dy-zdxXgm+-  ‘+-gmi-g  m+- 1 , fi  dovrebbe  fare 

tranfito  alle  integrazioni , le  quali  alle  volte  fono  fuperiori 
alla  noftra  induftria  , fecondo  i varj  valori  dell’elponcnte_, 
m della  frazione  z data  per  x , e per  y , e della  quantità 
dx,  che  fi  piglia  per  coftante  . Comunque  vada  la  facen- 
ti, determinati  in  infiniti  cafi  particolari  i predetti  valo- 
ri e feoperta  l’equazione  locale  della  curva  in  termini  fi- 
niti , quando  fi  pad!  alle  prime,  indi  alle  feconde  differen- 
ze, tenuta  ferma  la  coftante  dx , ci  fi  prefenterà  la  noftra^ 

? 

formola  principale.  Ma  mutata  coftante,  altre,  ed  altre 
formole  fi  troveranno.  Non  mi  fermo  di  più,  perchè  ciò 
è manifefto  tornando  indietro  per  le  veftigia  deU'Analifi. 

V.  Interviene  lo  fteffo,  tolta  per  coftante  la  prima 
flu filone  dy  ; conciofiacchè  fatta  l'operazione  a norma^ 
q 

del  metodo  , la  quale  io  tralafcio  per  brevità , arrive- 

I 

raffi  all'equazione  ridotta  dx  — dv_ — dyY.mg  + gm-*~  ' , 

* ? 

in  cui  parimente  fi  noti , che  fatta  g-o,  torna  a re- 
ftituirfi  l'equazione  dx  -dy  efpreffa  per  le  prime  diffe- 

S 

renze  . 

VI. 

. • } 


\ 
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VI.  Adoperate  alcune  limitazioni  più  femplici  , 
cioè  m — 1 , z — xx  , e q — x , fe  (1  farà  ufo  della», 
coftante  dx  , come  nel  Corollario  IV.  , la  forinola- 
? 

Y 

dy  = zdx  X +"  ‘ +~gm  -t-g  m + 1 fi  muta  nella  fc- 
? ' 

guente  dy  — xdx  xx+-z g , la  quale  ammette  integra- 
zione analitica  . Fatto  poi  ufo  della  efpreffione  contenu- 

I 

ta  nel  Corollario  V.  dx  = dy  — dy  X wg-ng  m +* 1 na* 

2 7 

feente  dalla  coftante  affunta  dy , tenute  ferme  le  roede- 

T 

lime  limitazioni  di  m ~ 1 , z — xXyCqzzx,  ritolta- 
l’ efpreffione  xxdx  — dy  , che  fenza  l’ajuto  de’  lo- 

I—X  [Slg 

garitmi  non  è fominabile  , ed  in  confeguenza  ci  dà  cur- 
ve trafeendenti . 

Egli  è adunque  manifefto  , che  alla  formola  diffe- 
renziale del  fecondo  ordine  z * 1 dx  m ddx  +-  dz  dy  m +*  * = 

Z 

dymddy  fi  poteva  arrivare  fenza  prendere  alcuna  coftan- 
te , nel  qual  cafo  i luogo  l’integrale  zdx  — dy,  ovvero 
fiffàndo  per  coftanti , a cagiou  d’efernpio  , le  fluffioni 
dx  y dy  , ed  allora  ci  fi  fanno  avanti  le  fommatorie—  , 
1 ■ 1 

ccc  che 


/ 
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che  in  tali  fuppofizioni  fi  fono  ritrovate . 


E S E M P I O I I. 

Abbiafi  l'equazione  xm ddx  — ddy-hdy*  . Dico,  che 
ad  ella  non  fi  può  arrivare  , fenza  prendere  una  qual- 
che collante  , falvo  l’ unico  calo  , in  cui  fia  m = — i . 
Per  vederlo  chiaramente:  maneggio  la  formola  nel  feguen- 
te  modo  . 

Primieramente  prendo  per  collante  dx  , e però 
ddx  — o , dunque  — ddy  — dy  , ed  integrando  Jdxzzy» 

dy 

ovvero  dx  — c?.  Pongali  cv  = z , farà  ylc  = lz,c~. 
~*J 

però  dy  — dz  , e follituendo  in  luogo  di  dy  quello  va- 

« 

lore , avrallì  z dx  = c > , ma  c y — z , dunque  dx  — dz  , ed 

dz 

x = z — c>  ; e però  dx  — dy  , equazione  alla  logarit- 

X 

mica  v 

Secondariamente  mi  faccio  ad  invelligare  , cofa_ 
fucceda  nell’  ipotefi  di  un*  altra  collante  , per  efempio 
dy  , e però  ddy  — o . Pongo  dx  = sdy  +■  cdy  ; la  s è una 
nuova  variabile  , e la  c una  quantità  data.  M'inoltro 

alle 
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alle  feconde  differenze,  farà  d.lx  zz  dsdy , e fatta  la  fortitu- 

zione,  xm dsdy  — dy 1 , o fu  x'n ds  — dy  ; ma  dy  zz  dx  , 

s +•  c 

dunque  sds  +-  cds  zz  x—mdx  , e fommando  , orarne  (fi-, 
l’aggiunta  della  collante  , ss_ 4-  cs  — x~m+m  1 , ovvero 

-*  — f»  +-  1 


s +-  c — y/  ix  ~~  m ■**  1 •+*  cc  . Ma  d x — s +■  c 'X.  dy  zz 


— m +■  1 


dy  2j?  — n*  +• 1 +■  cc  , dunque 


dx 


~dy, 


■m  4-  I 


/ 2*~ »»+-  « +. 
' — w +-  I 


cc 


Profeguifco  , e cerco  , fc  llia  per  avventura  nafco- 
rta  fotto  l’ultima  forinola  la  logaritmica,  che  efTendoii 
di  fopra  ritrovata  nell’ipottfi  della  cortame  d.v,  può  elTe- 
re  , che  abbia  luogo  anche  nell’altra  fuppofizione  della 
collante  dy  . Fatta  czz  o,  è d’uopo  , che  fi  verifichi  l’i> 
. 

guaglianza  /ix—m+~‘  zz  x , o pure  ix— m +■  1 = 
• — m +-  l 

— m +- 1 X xx  . E perchè  dia  falda  l’ egu  ilità  , la  fletta 
quantità  — m +.  i deve  eifere,  tanto  nel  coefficiente, 
quanto  nell’efponente  , =2;  onde  ne  fegue  , che  ciò 
s’ottiene  , determinato  l’indice  mzz  — 1 . 


ccc  2 


Nella 
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Nella  forinola  adunque  xmddx  — ddy  +■  dyl  , limi- 
tando il  valore  dell'efponente  m ss  — I f fi  perviene 
all'equazione  differenziale  del  fecondo  grado  fenza  affu- 
mere  cortame  , la  di  cui  fommatoria  è l’efpreffione  lo- 
garitmica dx  — dy  . Io  ogni  altro  cafo  non  fi  può  otte- 

ir 

nere  la  premerti  efpreflione , fe  non  Affando  qualche.* 
grandezza  infinitefima  del  primo  ordine  , ficcome  co- 
rtame . 

ESEMPIO  III. 


Rimane  , che  fi  proponga  per  ultimo  una  equazio- 
ne differenziale  dell'altra  claffe  , a cui  non  fi  porta  mai  * 
giungere  fenza  affumere  una  collante. 

Ripiglio  il  Problema:  Collruire  una  curva,  in  cui 
quali! voglia  dignità  dell' affilia  rtia  in  ragione  diretta  della 
feconda  fluffione  dell'ordinata , ed  inverfa  della  feconda-, 
fluffione  dell’ affilia. 

L’equazione  è bxm ddx  — addy  . Facciali  dx  ~ qdp  , 
dy  — udp  ; e praticate  le  operazioni , come  nell’  Eferapio 
primo , averemo  , prefe  le  feconde  differenze  , ddx  — 
dpdj  , ddy  = dudp  , e furrogati  i valori  %bxmdq  = adu  , 

e 
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c fommando  , f bxmdq  — au±g  . Ma  dy  — uip  — uix  , 
J 9 

dunque  dy  — dx  I xmdq  ± gdx  . In  quello  cafo  , fatta 

7“  ? 

g :=  o , qual  fi  fia  valore  della  fpezic  f ci  dà  una  curva- 
differente  , fe  pure  non  fi  poneflè  l’efponcntc  m — o , 
con  che  fi  difirugge  l'ipotcfi  , e fi  cangia  problema-  . 
Lo  fieffo  dicali , fatta  collante  la  frazione  dy  , e da  ciò 

7~ 

fi  conchiuda,  non  effer  polfibile  un’equazione  differen- 
ziale del  primo  grado  , che  fenza  il  benefizio  della  co- 
llante rcltituifca  la  noflra  formola , quando  di  bel  nuo- 
vo venga  differenziata  ; conciofiacchè  , fe  vi  folle  , ave- 
rebbe  a manifefiarfi  in  qualunque  affunzione  di  collante, 
e pure  l'analifi  ci  dimollra  il  contrario. 


PROBLEMA  I.  " 


tf  2.  Dato  il  raggio  ofculatore  in  qual  fi  fia  modo  per 
V ordinata  dalla  curva  , ritrovare  la  curva . 

Siccome  , data  la  curva  , il  ritrovare  il  di  lei  rag- 
gio ofculatore  fi  chiama  il  problema  , o metodo  diretto 
de’  raggi  ofculatori  , di  cui  fi  è trattato  al  Capo  V. 

i 

del 
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del  Libro  fecondo  ; cos'j  , dato  il  raggio  ofculatorc_. , 
ritrovare , quale  fia  la  curva,  a cut  egli  appartiene,  (t 
chiama  il  problema  inverfo  de*  raggi  ofculatori . Sia—, 
pertanto  il  raggio  ofculatore  = r dato  in  qualfivogvia_. 
modo  per  la  ordinata  y della  curva  ; prefa  quella  , che 
fi  vuole,  delle  foratole  de*  raggi  ofculatori  per  le  curve 
in  primo  luogo  riferite  al  fuoco  , per  efempio 

yds'  , in  cui  dx  è cortante  , e la  ds  c 

~ - 

dxds 1 — ydxddy 


l’elemento  delia  curva,  averemo  l’equazione 
r z:  vds'  , o pure  efiendo  ds1  — dx'-  -t~dyl , 

dxds * — ydxddy 

c dsdds  — dyddy  , perchè  dx  è cortame  , r = 
ydvds 1 . . 

dxdyds  — ydxdds 


Per  ridurre  quella  equazione  mi  fervo  del  metodo 
del  num.  4 9.  , e però  pongo  ds-pdx  , onde  dds-dpdxt 
quindi  fatte  le  foftituzioni  nell’equazione,  farà  r — 
ppydv  , o fia  pdy  — ydp  zz  ydy  , e però  integrando  , 
pdy  — ydp  • pp  r 


giacché  r è data  per  y ,_y  =r  C ydy  ± b , ma 


p — dj_—  k/  dx*  +-  dy *,  dunque  la  curva  fa- 

dx  dx 


% 

ra 
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rà  ydx  = f ydy  iz  b ; equazione  ridotta  alle  pri- 
• dyl 


\/  dx 1 


me  differenze  , perchè  effendo  r data  per  y , l’integra- 
le J" ydy  fi  potrà  Tempre  avere  , almeno  trafcendente- 


mente  . 


In  altro  modo  . 

Scrivo  l’equazione  r = yds’  cosi  : 

dxds 1 — ydxddy 

yds 1 — dxds 1 — ydxddy  , indi  dal  punto  B , ( Fig.  8.  ) 

r 

da  cui  partono  le  ordinate  BE  della  ricercata  curva-. 
AEC , conduco  normale  ad  EB  la  BF  terminata  al 
raggio  ofculatore  EQ  , e chiamate  BF  — p , EF  — q , 
per  le  note  formole  della  normale  , e fottonormale-,  , 
farà  q — yds  , p—ydv  , o fia  dy  — pdx  , e differenzian- 
dx  dx  y 

do  nell’ipottfi  di  dx  collante  , ddy—ydpdx — pdxdy  , e 

yy 

fatta  la  follituzione  nell’equazione  principale  , farà 
yds ‘ = dxds1  — dpdxl+-pdx1dy  , ma  ds  — qdx  , dunque 
r y y 

q'dx  ~ qqdx  — yydp  + pydy  , ed  effendo  dx  = ydy  , 
r P 

farà 
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farà  q'dy  — qqdy  +- ppdy  — ypdp  . Ma , per  l’angolo  retto 
r 

EBF  , è pp  — qq  — yy  « e pdp  — qdq  -—ydy  , quindi  fatta 
la  foftituzione  , fi  averà  qqdy  = 2 qdy  — ydq , e moltipli- 

r 

cando  per  y , indi  dividendo  per  qq , farà  ydy  = 

r 

2yyiy  — yydq  , ed  integrando  , f ydy  ± b=yy  , ma_. 
qq  ' ' r q 

q = yds  , dunque yiy  ± £ = ydx  . 


ì^dxl+-dyl 


Più  femplicemente  ancora  , sfuggendo  le  feconde 
differenze  , fi  potrà  fare  cosi  : 

Prefo  l’archetto  infinitelìmo  EC , fia  CED  la  cor- 
da prodotta,  a cui  fia  normale  BD,  fe  ora  fi  chiami 
BD  — p t per  le  cofe  dette  al  numero  1 1 5.  del  Capo  V. 
del  fecondo  Libro  , QE  , cioè  r = ydy  , e per òydy_~dpt 

. dp  ■ r 

cd  integrando  , per  edere  r data  Per  y tj' ydy±b~p\ 

r 

ma  nello  fletto,  citato  luogo  p- ydx , dun- 

l'dx*-*-  dy1 


que 
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que  C ydy  £ b =:  ydv  . 

F'  dxl  +•  dy* 


IO05 


Sia  r = y v'  aa  +-  bb  , adunque  farà 
T 

/“  £./y  ± b = • y</*  , ed  integrando  attual- 

^ u<3  -i-  bb  \S  dx*  +■  dy1 


mente  , ommelTa  per  maggiore  fcmplicità  la  coflante 
b , b — dx  , e però  bbdx 1 +■  èWy 1 . = 

V aa  +-  bb  V dx1  +-  dy1 


aadx1  +•  , cioè  My  n aia? , logaritmica  fpi'ale  dell* 

Efemp:o  V.  num.  i?8.  dello  llefTo  Capo  V.  Libro  II. 


In  luogo  del  raggio  QF,  ci  venga  dato  in  qualun- 
que modo  per  l’ordinata  y il  co -raggio  HE , che  chia- 
mo = z . Per  la  fimilitudine  de’  triangoli  EBD  , 
QEH , farà  £ B , B D : : QE,  EH , cioè  y , p ::  ydy , 

~*F 

z , e però  z = pdy  , o fia  dv  = dp  , ed  integrando  , 

~df  z ~J~ 


J' dy  iz  b — 


Sia  z = y , 


dv  ±.  b—  dp>  ed  in- 

7”  T~ 


tegrando  , /y  = /p  +-  1 m_  , cioè  y — pm  \ ma  p = 
, dunque  b V dxx  dy*  — mdx , e pe- 

ddd  rò 
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r ò bdy  = dx  Yrnm  — bb  , logaritmica  fpirale  , e la  fletta 
della  citata  di  fopra  , quando  fia  b — bt  m — \/aa-*-bb. 

6$.  Per  le  curve  riferite  all'  alle  la  forinola  del 

raggio  ofculatore  è d > polla  dx  collante  , C-* 

— dxddy 

peiò  l’equazione  r — ds'  , 

— dxddy 

• Pongo  dy  = qdx , c però  ddy  = dqdx , onde  fatte.; 

j_ 

le  follituzioni , r = dx*-*-dy'*9  e pollo  il  valore io 
• — dxldq  q 


luogo  di  dx  t r ~ dy  X *+-91  * » cioè  dy  = ■ — qdq  , 

— 1*9  r \ 

*+■91 

ed  integrando  , f dy  ± b — i , ma  q — dy~ , 

J V iy  « j_  />»  dx 


V I Jr-qq 


dunque  J"  dy_  ±.  b — dx 


*/  dx 1 +■  dy 1 


/- 


Sia  r — 4 vy  4-  aa  1 » adunque  farà 

2 «4 

2<jady  il  b — dx , ed  integrando  attuai- 


4yy  +•  aa  * 


V dx  * +-  dy  * 


mente , 
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mente  , omraeffa  la  cortame  h , 2 y = 

\ 1/  4 yy  +■  aa 

dx  » cioè  2ydy  ~ adx  , ed  integrando  , yy  — ax , 
1/  dx1  ■*-  dy1 

parabola  dell’  Efempio  primo  num.  122.  dello  rteffo 
Capo  V.  Libro  IL 

In  luogo  del  raggio  , ci  venga  dato  il  co- raggio  , 
che  chiamo  = z , la  di  cui  formola  , fuppolla  dx  ca- 
ttante , è dx 1 +-  dy1  . Dunque  dx1  +-  dy 1 = z , e porta.. 
— ddy  — ddy 

dy  — qdx  , ddy  — dqdx  , e fatte  le  fortituzioni  de’  valori 
di  ddy  , e di  dx  , farà  dy  X » +•  gg  - z , cioè  dy  = 

— qdq  2 

— qdq  , ed  integrando  , r dy_±  b - — / i +.  qj  , 
I +-qq  ' z 

quindi  fe  la  z , cioè  il  co -raggio  farà  in  tal  modo  da- 
to per  y , che  /*  dy_  fia  logaritmico  , avremo  l’equazio- 

J z 

ne  differenziale  del  primo  grado  efpreffa  nella  folita^ 
ordinaria  maniera  , in  altro  cafo  farà  efpreffa  con  quan- 
tità logaritmiche. 

Sia  z = 4V ’ aiy  , averemo  l'equazione 


/; 


aady  ±.b  zz  — II/  i +-  qq 


4 y ’ +-  aay 


ed  integrando  attual- 


ddd  2 


mente» 
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mente  , otnmerta  la  collante-  b , J 


^ yy  aJ 


i 


, e però 


yy 


V I 


.qq 


yy 


aa 

4 


= I , c porto  il 

14- f? 


valore  di  q , iydy  — aàx , ed  integrando,  yy  ~axt  la  pa- 
rabola fopra  citata  . 

<?4-  11  raggio  ofculatore  , o co -raggio  fia  in  fe- 
condo luogo  dato  in  qualfivoglia  modo  per  l’affilia  x , 
egli  è chiaro  , che  in  quello  cafo  non  pollòno  fervire 
le  riduzioni  avute  nel  primo  , poiché  le  foramatoric-. 

J'dy  , J" dy  non  fi  averanno  mai , fe  r , e z fieno  da- 
te per  x . 


Prefa  adunque  la  formola  del  raggio  ofculatore  in 

» 

_? 

cui  è collante  dx't  cioè  dxx-*~dyl  * per  le  curve  rife- 

— dxddy 

rite  all’arte  ( giacché  in  quelle  riferite  al  fuoco  il  rag- 
gio , o co -raggio  non  può  erter  dato  per  l’affirta)  farà 
2 

r = dxl  -h  dyx  * ; e però  irtclTaraente,  come  fopra , pon- 
— dxddy 

go  dy  — qdx , onde  ddy  zz  dqdx  , dy1  — qqdx 1 , e fatte  le 

fofli- 
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foftituzioni , r — dxl+-qqdxx  1 , cioè  dx  — àq  , 

——  dx 1 dq  r i 

» +91 

ed  integrando  , J"  dx±.bzz  — q « equazione  ri- 

- i+-M 

dotta  alle  prime  differenze , perchè  efTendo  r data  per 
x , la  fommatoria  J~  dx  fi  potrà  Tempre  avere , almeno 

trafcendentementc  . E poflo  il  valore  di  q , J"  dx  t.  b — 

- dy 

- *» 

V dx1 -t-dy1 


Sia  r=  i \/^aa  — iax\  adunque  farà  J~  dx 


2 v 4 aa  — MX 

^b  — — dy  , ed  integrando  attualmente,  ommef- 

v dx 1 4-  dy 1 


fa  la  collante  b , -1-  is  4 aa  — — dy 


ia 


V dx1  dy1 

quadrando  , e riducendo  al  comune  denominatore  , 
4 aadx1  — laxdx  — zaxdy1  = o , cioè  dy-dx  J u—x, 

’ X 

equazione  alla  cicloide  del  num.  1 3 1 * Capo  V.  Li- 
bro 11. 

In 
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In  luogo  del  raggio  , ci  venga  dato  il  co -raggio  . 
Dunque  z = dx1+-dyt  y e porta  iileflamente  dy  — qdx  , 
— ddy 

onde  ddy  — dqdx  , dy1  — qqdx1 , e fatte  le  fortituzioni 
in  luogo  di  ddy  , e di  dy1  , farà  2 = dx1+-ggdx*  , cioè 

— 

dx  — — dq  , ed  integrando  , T dxiL  b—  T — dg  ; 

z I +.  qq  J * 1/  *•(-}? 

ma  l’ integrale  dell'omogeneo  di  comparazione  è arco 
di  circolo;  dunque  fe  il  co -raggio  farà  in  tal  modo 
dato  , che  anche  ^ dx_(i ia  arco  circolare  , e quelli  archi 

fi  corrifpondano  come  numero  a numero  , avremo  l'e- 
quazione ridotta  alle  prime  differenze  , ed  efpreffa  in_ 
quantità  ordinarie  . 

Sia  z = 2 ^ iax  — xx  t adunque  farà 

dx  — C — dq  ; ma  l’integrale  del  pri- 

2 V 2 ax  — xx  1 
mo  membro  è l’arco  di  circolo  , la  di  cui  tangente.» 

fia  V 2ax — xx  y e del  fecondo  è l’arco  di  circolo  , la 


f 


di  cui  tangente  Ila  q , dunque  farà  ^ 2ax  — xx-qzz  dv  , 

X dx 


e però  dy  — dx  ./2a — *»  equazione  alla  fteffa  cicloide. 

' ’ X 

PRO- 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IV. 


t oi  i 


PROBLEMA  IL 

<55.  Dato  il  raggio  ofculatore  in  qualunque  modo  per 
la  curva  riferita  all’  affé  , ritrovare  la  curva  fteffa  . 

La  formola  del  raggio  ofculatore  , pollo  collante 
ds  ( elemento  della  curva  ) fi  è dxds , c però  farà  l’c* 

ddy 

quazione  dxdt  . Chiamo  t la  tangente  della  curva, 
ddy 

e p la  fottotangcnte  ; farà  yds_  zz  t , e differenziando 

dy 

nell’ipotefi  di  ds  collante,  dtzz  dy1  ds — ydsddy  , cioè 
. dy 1 

ddy  = dy'ds  — dy1  dt , onde  fatta  la  fofiituzione  , farà 
yds 

r — ydxds 1 . . Ma  poiché  fi  à p — ydxt  e t —ydst 

dyx  ds  — dyldt  dy  dy 

farà  dx  — pdy  , ds  — tdy  ; onde  fofiituiti  qutfii  valori 

y y 

nella  equazione  fuperiore , fi  averi  r = ptds  ; 

tdy  — ydt 

ma 
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ma  p — i/tt  — yy  , dunque  r — tds^tt  — yy  , cioè 

tdy  — ydt 

ds  — tdy — ydt  . 
tV'tt  — yy 


Il  primo  membro  di  que(V  ultima  equazione  è in_ 
noflra  mano  , almeno  trafcendcntemente  , poiché  r è 
una  funzione  di  s ; nel  fecondo  poi  facilmente  fi  fepa- 
rano  le  indeterminate  , fe  fi  faccia  q = y , con  che 

t 

averafli  la  fempliciflima  equazione  ds  — dq 

ISl—qq 

Se  nella  formola  r = ptds  in  luogo  di  t fi 

tdy  — ydt 

avertè  prefo  il  valore  ^pp+yy  , averebbefi  ritrovato 
r — pp  +- yy  'X,  ds  t e fatta  y = z , l’equazione  pure  fem- 
pdy  — ydp  P 

t 

pliciflima_i£_=  dz  . 
r i -i-  zz 


Le  due  quantità  differenziali  dq 


dz  lo- 


i/l—qq 


I +•  ZZ 


no  l’efprertìone  dell’elemento  d’arco  di  circolo;  quindi 
fc  l’integrale  J' ds  farà  algebraico  , o pure  dipenderà 


da’ 
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di’  logaritmi,  o da  quadrature  più  alte,  la  rettificazio- 
ne delle  ricercate  curve  , ed  il  valore  del  raggio  ofeu- 
latore  fupporrà  la  quadratura  del  circolo  ; ma  all’oppo- 
fto  potrà  l'uno,  e l’altro  efler  algebraico  , fe  l’integrale 
J * ds  convenga  con  una  formala  d’arco  circolare  . 

Ritenuta  una  delle  due  equazioni , per  efempio  , 
la  feconda  di  zz  dz  ; poiché  ds  — tdy  zz  dy  v'  pp  r-yyt 
r 1 +-  zz  y y 

e p — y , farà  ds  — dy  Ki  + u,  onde,  pollo  quello 

2 Z 

valore  nell'equazione,  averaflì  dy  — rzdz 


l +-  ZZ  I +■  zz 


ElTendo  ds  — dy  1/  1 +-  zz  , farà  anche  ds 1 , cioè 
> * 

dx*  +■  dy1  — dy1 4-  zzdy  * , e però  dx  zz  dy  . 

ZZ  z 

II  dato  raggio  ofculatore  r Ha  = 1 +-  ss  ; l’equa- 
zione dz  zz  ds  .11  muterà  in  quella  dz  — ds  , 
1 -h  zz  r 1 +-  zz  1 +-  ss 

da  cui  fi  ricava  z = s , e però  r zz  1 +-  zz  . Pongo  que- 


llo valore  nella  equazione  dy  = 


rzdz 


1 +■  zz  V 1 •+■  zz 

farà  dy  zz  zdz  ; ed  integrando  , ommefià  la  co- 
V I 4-  zz 

llante , 


e e e 
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flante  ,y  — quindi  z = 1 ' yy  — 1 • Adunque 

perchè  ó ritenuto  dx  — dy  , farà  finalmente  dx  = 

z , 

dy  , equazione  della  ricercata  curva  nella  fuppo- 

^yy  — 1 

fizione  aflunta  del  raggio  ofculatore  . La  corruzione 
dipende  dalla  quadratura  deH’iperboIa . 

Prendo  la  forinola  del  raggio  ofculatore  ds  = 

r 

dsddy  — dydds- , in  cui  nefliina  fluflione  prima  è cofian- 

dxds 

te  . Difpongo  l’equazione  cosi  : dy  X ddy  — dds  — ds 

dx  dy  ds  r 

L’integrale  di  ddy  — dds  fi  è Idy  — Ids  , che  pongo  = 

dy  ds 

ìp  ; dunque  farà  ddy  — dds  — dp  , e dy  =:  p , e però  la- 
dy ds  p ds 

rà  l’equazione  ds  - dy  X dp  \ ma  p = dy  , e dyx  =: 

r dx  f ds  pp 

ds'  — dx  1 -t-  dy 1 , dunque  dx  — dv  v 1 — pp  ; e fofti- 

e 

tuendo  quello  valore  , farà  ds  =z  dp  , equazione 

1/1  — PP 

in  cui  fono  feparatc  le  variabili , e che  per  confluen- 
za può  trattarli  con  la  maniera  di  fopra  ufata  . 

. • » 

Sia 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  L1B.  IV.  1015 

Sia  la  formola  del  raggio  ofculatore  ds  — — dydds , 

r ds.lx 

in  cui  è collante  dy  . Pongo  ds  = qdy  , e però  dds  = 
dqdy  , dunque  ds  — — dyldq  ; ma  ds1  — dx * +•  dy1 — 

. r dsdx 

qq  ly 1 , onde  ricavali  dx  — dy  i''  qq  — 1 , e dxds  = 
qiy1v/’qq — i . Fatta  pertanto  quella  follituzione  , farà 
ds  — — dq  . 

qt^qq—  1 

Sia  finalmente  la  formola  del  raggio  ofculatore_» 
ds  = — dxi.ly  , in  cui  è collante  dx . Pongo  z = dx  , 
r ' ds 1 dy 

e però  dz  — — d*ddy  ; dunque  ds  — dy'dz  , ma  dx  — 
dy1  r ds1 

/ t > 

zdy  > e dr*  = d*1  +-  dy*  =:  zzdy 1 +•  dy1  > quindi  ds  =: 

r 

dz  . 

1 +-  zz 

In  qualunque  modo  adunque  fi  operi , 1*  integralo 
J ’ ds  farà  Tempre  riferito  alla  rettificazione  , o quadra- 
tura del  circolo  . 

Sia  dato  in  qualunque  maniera  per  la  curva  il 
co- raggio,  che  chiamo  = « . Prendo  una  delle  tre  for- 

e e e 2 mo- 
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mole  fuperiori , per  efetnpio  quella  , m cui  è fiata., 
prefa  cortame  dy , cioè  ds  — — dq  , dove  è flato 

q\/qq—\ 

porto  ds  — qdy  . Sarà  il  raggio  r — uds  t e porto  quello 

17 

valore  nella  forinola  , averemo  ds  zz  — dsdq  ; 

qdx  V'  qq  — I 

ma  ds  — qdy  , c dx  — dy  v qq — i , quindi  fatte  le  forti- 
tuzioni , farà  ds  — — dg  ; ma  « è data  per  s , adun- 
u qq  I 

que  ec. 


Qui  fi  ofiervi , che  ficcome  la  foramatoria 


eguale  all’efprelTione  d’arco  circolare,  così  l'altra  fom- 
matoria  J' ds  viene  riferita  alla  quadratura  dell’  iperbo- 


la  , o fia  a’  logaritmi . 

66.  Con  limili,  o poco  diverfi  artifizj  e maniere 
fi  potranno  ridurre  a’  fecondi  differenziali  molte  equa- 
zioni , o forinole  efpreffe  con  differenziali  terzi  , quarti 
ec.  Ed  in  primo  luogo  il  metodo  del  num.  49.  fi  può 
efiendere  ( dentro  certe  limitazioni  però  ) alle  equazio- 
ni differenziali  del  terzo  ordine , del  quarto , del  quin- 
to ec. , vale  a dire  fi  ridurranno  femprc  al  primo  or- 
dine le  equazioni  del  terzo  , purché  1’  una  , e-. 


l’altra 
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l’altra  delle  variabili  finite  x , y in  elle  manchi  ; fi  ri- 
durranno quelle  del  quarto  , purché  oltre  l’una  , e T al- 
tra delle  due  variabili  finite  x , y , in  effe  manchi  l’ u 
na  , o l’altra  delle  prime  fluflìoni  dx , dy  con  1^  rifpetti- 
ve  funzioni  ; fi  ridurranno  quelle  del  quinto  , purché  in 
effe  manchino  ambe  le  variabili  finite  t ed  ambe  le  pri- 
me loro  fluflìoni  ; quelle  del  fefto , purché  oltre  tutto 
ciò  , manchi  l’una,  o l’altra  delle  fluflìoni  feconde  , e cobi 
vadali  decorrendo . 

Sia  l’equazione  dxdddy  +.  dx'ddy  = dx*  +-  dy* , in-, 
cui  è fiata  prefa  cortame  dx  . Faccio  al  folito  pdx  — dyt 
e però  dpdx  — ddy  , ddpdx  — ddiy  ; fatte  pertanto  le  fo- 
fiituzioni , fi  averà  dx'ddp  +■  dx'dp  — dx*  +•  dy*  ; ma_. 
dy*  — p*dx* , dunque  farà  ddp  +■  dxdp  = dx1  +~p*dx*  , 
equazione  ridotta  al  fecondo  ordine  . Pongo  in  okre_» 
qdx  — dp  , ritenendo  per  collante  dx  , e però  dqix  — 
ddp  , onde  follituendo  , farà  dqdx  +-  dpdx  =.  dx 1 4-  p *dx 1 , 
cioè  dq  +•  dp  zz  dx  - 1-  p*dx  ; ma  dx  = dp  , dunque# 

n 

dq+-dpzz  dp  +■  p*dp,  equazione  ridotta  alle  prime  dif- 
~T~  ì 

ferenze . 

Sia  l'equazione  differenziale  del  quarto  ordine^# 
d*y+-  dxdddy  — dxlddy  — o , in  cui  fìa  collante  dx . 
Faccio  adunque  pdx  — dy  , e però  dpdx  — ddy  , e 
ddpdx  — dddy  , e dddpdx  — d*y  ; fatte  però  le  follituzio- 
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ni , fi  averi  dddp  4-  dxddp — dx'dp  - o , equazione  , che 
è il  cafo  del  fopra  pollo  eferupio  , onde  fi  fa  maneg- 
giare, e facilmente  fi  ridurrà  alle  prime  fluffioni. 

Il  metodo  del  num.  49.  ritrovato  già  tempo  fa_. 
dal  Sig.  Conte  Jacopo  Riccati  prima  d’ora  mi  era  noto; 
ma  la  qui  fopra  polla  ellenfione  , ficcome  il  problema 
fecondo  inverfo  de’  raggi  ofculatori  ora  folamente  gli 
ó apprefi  , che  mi  è venuto  alle  mani  il  fecóndo  To- 
mo de’  commentarj  dello  Inilituto  di  Bologna  ; e cer- 
tamente troppo  tardi  per  me  , perchè  ritrovandomi  già 
al  termine  deH'impretlione  di  quella  mia  fatica  , non_. 
fono  più  in  tempo  di  prevalermi  d’altre  dottilfime  Dif- 
fertazioni  , e del  P.  Vincenzo  Riccati  figlio  del  fuddet- 
to  Sig.  Conte  Jacopo  , e del  Sig.  Gabriello  Manfredi 
ivi  inferite  . Ballerà  adunque  averle  indicate  al  Lettore, 
acciò  voglia  trarne  profitto  . 

67.  Veduta  la  fuddetta  ellenfione  del  metodo  del 
num.  49.  , palio  ad  altre  equazioni , e ad  altri  ripieghi  ; 
e però  lia  l’equazione  pdyddy\—pdxl dddy  — Jpdxddxddy  — 
dpdx1  ddy  t in  cui  la  p è in  qualunque  modo  data  per 
x , ed  y , ed  è fiato  prefo  per  collante  l’elemento  ds 
della  curva  . Poiché  ds  è collante,  farà  dxddx  - — dyddy , 
onde  folìituito  quello  valore  in  luogo  di  dxddx  , farà 
p dyddy 1 — fdx 1 dddy  4-  2 pdyddy 1 — dpdx 1 ddy , cioè  cancel- 
lato ciò  , che  fi  elide  , dpdx 1 ddy  = pdyddy 1 4-  pdx 1 dddy  , 

o 
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o Ha  dp  zz  dyddy  +-  dddy  , e pollo  in  luogo  di  àyddy 
P dx 1 ddy 

il  valore  — dxddx  , farà  dp  zz  — ddx  +-  dddy  , e final- 

p dx  ddy 

mente  integrando  con  i logaritmi,  Ipzz  Iddy  — Idx  — 
Idsy  eflendo  ds-  coftante  , e però  p zz  ddy  , equazio- 

dxds 

ne  ridotta  alle  feconde  differenze . 

Sia  1"  equazione  bdzdddx  — 3 bddzddx  — dhdzddx  zz  o , 
in  cui  la  b t in  qualunque  modo  data  per  x , e z . Si 
finga  la  feguente  equazione  bmdz”ddxr  zz  ad  una  co- 
llante (le  m , » , r*  fono  potellà  incognite  da  de- 
terminarfi  nel  progrefTo  ) , dunque  differenziando  , 
farà  rbmdznddx  r~  1 dddx  +■  nb m ddx r dz  " * ddz  4- 
mhm  dkdz” ddxr  — o,  la  quale  divifa  per 
km~~Idzn—  ‘ddxr—1  fi  riduce  ad  eiTere.  rbdzdddx  +• 
nhddxddz  4-  mdhdzddx  zz  o . Paragonata  quella  equazione 
termine  per  termine  con  la  principale  propolla  , fi  à 
r zz  i , n zz  — 3,  m zz  — 1 , adunque  in  vece  dell’ 
equazione  finta  hmdz”  ddxr  zz  ad  una  collante  , avere- 
mo  la  vera  ddx  zz  ad  una  collante,  che  è l'integrale 
bdz 1 

della  propofla  . 

Per  via  di  logaritmi  ancora  fi  può  ottenere  Ia_* 
llefTa  integrazione  . Ripiglio  l’ equazione  bdzdddx  — 

3 bddzddx  — abdzddx  zz  o : divido  per  bdzddx  , fa- 

ra 


Digitized  by  Google 


loio  ISTITUZIONI 

rà  dddx  — $ddz  — db  zi  o , ed  integrando  , Iddx  — • 

dix  dz  b 

Idz'  — Ih  = ad  un  logaritmo  collante  , dunque  ddx  = 

bdz' 

ad  una  coflante  . 

Finirò  quelle  Inflituzioni  con  una  avvertenza  , ed 
è,  che  deve  l’accorto  Analilla  procurare  con  tutta  I’in- 
dullria  di  fcanfarc  nella  foluzione  de'  Problemi  le  fe- 
conde , e molto  più  le  ulteriori  fluflìoni  per  mezzo  di 
certi  ripieghi , che  nafcono  opportunamente  fui  fatto  • 
Tali  aftificj  il  vedono  adoperati  da  illullri  Matematici 
ne’  Problemi  delle  Curve  Elaftiebe  , Catenarie  , Vela- 
rie , in  quello  degl’  Ifoperimetri , ed  in  altri  , le  folu- 
zioni  de'  quali  pubblicate  si  negli  Atti  di  Lipfia  , come 
in  altre  opere , fi  potranno  leggere  , a fine  di  acquilla- 
re  quella  avvedutezza  e dellrezza , che  è neceflaria  . 


FINE. 


n * r*  r« 
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Pag.  43  2 lin.  n 

giungne 

giunge 

Pag.  43  5 lin.  22 

lineeta 

lineetta 

Pag.  511  lin.  9 

equaaione 

equazione 

Pag.  515  lin.  14 

NOPQR 

NOPQMR 

Pag.  587  lin.  17 

divegenti 

divergenti 

Pag.  697  lin.  1 quelle  frazioni 

quella  frazione 

Pag.  727  lin.  13  ) 

DCEB 

DECB 

Im.20  ; 

Pag.745^^4 

TS 

TR 

Pag.  790  lin.  17 

della 

dalla 

Pag.7j5lin.ult.— 

■ dyV  aa  — yy 
£ 

— dy\/  aa—yy 
y 

Pag.  844lin.  io 

incogoita 

incognita 

Pag. poi  lin.  io  - 

- opdv  — fdp 

— apdp — fdp 

ep  +■  m 

ep  +-m 

Pag.  j 24  lin.  5 

% 

n 

1 

X 

X — z'  dx 

x 9 

£ 

t 

** 

Pag  929  lin.  1 

+■  b 1 xxdz 

+•  b ’ xxdx 

Pag.  939  lin.  2 

dottiffimo 

dottiflìmo 
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